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  :هاي كليدي واژه
  3شده هاي رنگ ، روش آزادسازي لاگرانژ، الگوريتم انديس2ريزي منوتراپيك ، برنامه1ردهي در كمان مسيمسايل  حمل و نقل عمومي،مسايل 

 
  :چكيده

توان هر تقاضا را   كه ميشده استدر اين مدل فرض .  مسيردهي در كمان ارايه شده استمسايل در اين مقاله  ابتدا مدل جديدي را براي  
 نتوا با اين فرض مي.  معروفند4 شدهتفكيكحمل و نقل عمومي با تقاضاي مسايل  به ،مسايلاين .  كرددهي با يك و يا چند وسيله نقليه خدمت

 مورد مساله اين تئوري براي حالت خاص . كردريزي منوتراپيك استفاده   يك الگوريتم كارا مبتني بر تئوري برنامهارايهاز ساختار مناسب آن براي 
توان اين تئوري را به عنوان بسط روش  از نگاهي ديگر مي. داده شده استر روي هر متغير نيست، بسط يپذ بررسي كه داراي تابع هدف تفكيك

  . در نظر گرفت]1 [تسنگ و برتسكاس توسط 5آزادسازي
  

 
 
 

                                                 
1- Arc Routing Problems 
2- Monotropic Programming 
3 -Painted Index Algorithm 
4 -General Routing Problem With Splitted Demands 
5- Relaxation Method 



 

 

  مقدمه -1
  

كـه در تعـدادي از      تواند بيانگر يك شبكه از مسيرهاي شهري، بين شـهري و مـوارد مـشابه باشـد                    يك گراف مي   ،ل مسيردهي در كمان   يمسادر  
وسيله ( ادي خدمت دهنده   خدمت دهي به اين تقاضاها با استفاده از تعد         مساله  هدف در اين    . مختلف وجود دارد  مسيرهاي آن تقاضاهايي با مقادير      

ل يحالـت وسـا   تـرين    در ساده . حداقل گردد )  زمان طي مسير و غيره     كل مسافت طي مسير،   (كه هزينه كلي خدمت دهي      نحوي      باشد به  مي) نقليه
ل يدر ايـن مـسا   .گردنـد  ميها و برآوردن تقاضاي آنها بـه مبـداء بـاز    گيرنده  رساني به تمامي خدمت     نقليه از يك مبداء شروع كرده و پس از خدمت         

بـه   دارنـد و بـه سـادگي         )مـسيردهي در گـره    ( نقليـه  وسايل   مسيردهي   مسايل  ل تشابه زيادي به     ياين مسا . ها محدود است    دهنده  ظرفيت خدمت 
  . شوند همديگر تبديل مي

  
هاي واقعي از اين   نمونه.ها قرار دارند  و تقاضاها در گرهها صورت مي پذيرد  فعاليت كليدي خدمت دهي در گره نقليهوسايل  مسيردهي مسايل  در

 ها براي تعميرات احتمالي، ها، بازرسي خيابان هاي جاروكش خيابان هاي مدرسه، برف روب ها، ماشين مسيردهي اتوبوس: عبارتند ازمسايل 
 ساخت و مسايل ها از جمله  هاي توزيع در ديگر زمينه حمل و نقل و شبكهمسايل علاوه بر كاربرد آنها در مسايل اين . تحويل مرسولات پستي

ي مسايلدر . دهنده طي شودهاي ذكر شده كل يك خيابان بايد توسط سرويس  در تمامي مثال. اند توليد به صورت مفيدي مورد استفاده قرار گرفته
.  كه كل خيابان را به عنوان نهاد خدمت گيرنده در نظر بگيريمباشد ميمانند تحويل مرسولات پستي، پراكندگي و چگالي مشتريان آنقدر بالا 

خاب يكي از اين دو نوع در انت. باشد  ميمساله  مسيردهي در كمان و مسيردهي در گره تنها از نظر دو نگاه متفاوت به يك مسايل تفاوت كلي 
هاي شبكه حمل و نقل زياد است،  ها و يا كمان اهميت اساسي دارد و هنگامي كه پراكندگي و چگالي مشتريان در يالمساله مدلسازي ساختار 

ر گره مطرح مسيردهي دمساله تواند به عنوان رقيبي جدي براي مدلسازي به صورت   مسيردهي در كمان ميمساله  به صورت مساله مدلسازي 
    . دهند  مسيردهي در كمان را مورد بررسي قرار ميمسايل  به صورت بسيار جامعي كليه تحقيقات انجام شده در زمينه ]2 [اسد و گلدن. باشد
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دهنده برآورده  قط توسط يك خدمتشود، كه تقاضاي هر كمان ف دنياي واقعي فرض ميمسايل مسيردهي در كمان با توجه به اكثر مسايل در 
عدد صحيح بودن و وجود محدوديت همبندي البته مساله از ديگر عوامل پيچيدگي . باشد  ميمساله اين فرض يكي از عوامل پيچيدگي . شود مي

 مساله ختار مدل رياضي باشد، در سا  تور پستچي ميمساله كل همان ترين ش  كه در ساده، نقليهوسايل  مسيردهي مساله به شكلي متفاوت از 
گيرنده با چند  توان به يك خدمت كنيم كه مي به عبارت ديگر فرض مي. كنيم  ما در مدل پيشنهادي خود فرض اول را آزاد مي.وجود دارد

  . وجود داردمساله هاي مطرح شده در زير در   علاوه بر فرض بالا فرض.خدمت داد) وسيله نقليه( دهنده خدمت
 .باشد دار مي جهت ،گراف مسير •
 .بين هر دو گره در صورت وجود مسير دو مسير رفت و برگشتي وجود دارد •
 .هر دو مسير رفت و برگشت برآورده كردتوان با  ه را در صورت وجود ميتقاضاي مابين هر دو گر •
 .باشند داراي ظرفيت يكسان مي)  نقليهوسايل (ها دهنده كليه خدمت •
 .باشند مي عدد صحيح مساله كليه پارامترهاي  •
  .توان آنها را به سادگي آزاد كرده و مدل را بسط داد اند و مي  در نظر گرفته شدهارايه مساله هاي بالا براي سادگي  فرض

  
  
  



 

 

 هاي مدل ها و پارامتر تعريف متغير -2-1
  پارامترها )الف
q :ظرفيت هر وسيله نقليه  
ijc :هزينه طي مسير از از گره i  ام به گرهjام   
iju :هاي  تقاضاي مابين گرهi و j . اين تقاضا وابسته به مسير نيست.  
  متغيرها )ب
ijx : نقليه گذرنده از گره وسايل تعداد i ام به گره j ام  
ijy :گره (داده شده در مسير طي شده تا اينجا اضاي خدمتكل تقi نقليه گذرنده از كمان وسايل توسط ) ام (i,j).   
ijs : مقداري از تقاضاي مابين گرهi  ام وj  ام)iju ( نقليه گذرنده از كمان وسايل كه توسط (i,j)شود  برآورده مي.  
  
  
 مدل رياضيارايه  -2-2

  
)1(                                                                                                      

( , )

Min ij ij
i j

c x∑[IP1]  

)2(                                                                               
s.t.:

0ij ji
j j
x x− + =∑ ∑  

)3(                                                             ij ji ji
j j j

y y s i d− + = − ∀ ≠∑ ∑ ∑  

)4(                                                                                  ij ij ijy s qx+ ≤  
)5(                                                                                   ij ji ijs s u+ =  
)6(                                                             0 and integer, , 0ij ij ijx y s≥ ≥  

  
نقليه ورودي و وسايل  تعداد )2(محدوديت . كند  مجموع هزينه كل را محاسبه مي )1(تابع هدف  .باشد  نشان دهنده گره مبدأ مي d  )3(در 

 ،(j,i)ابتداي مسيرهاي  بايد كل تقاضاي برآورده شده تا ،iدر هر گره . باشد محدوديت ظرفيت مي) 3(محدوديت . دهد خروجي را برابر قرار مي
jiيعني(

j
y∑( گذرنده از اين كماننقليه  وسايل  توسط)يعنيijx( هاي ورودي به گره  برآورده شده كمان، به علاوه تقاضاهايi 

jiيعني(،ام
j
s∑ ( وجي از گره  نقليه خروسايل  كل تقاضاي برآورده شده، توسط برابر نقليه، وسايل توسط اينi ام،)يعنيij

j
y∑ (اين .باشد 

كند، كه كل تقاضاي برآورده شده تا  اين محدوديت را اعمال مي) 4( رابطه .باشد  مي محدوديت حدف زيرتور همانمحدوديت به طور ضمني
ام و  i نقليه از تقاضاي مابين گره وسايل به علاوه مقدار تقاضائي كه اين  )ijyيعني(، ورودي به اين كماننقليهوسايل  توسط (i,j)ابتداي كمان 

j يعني(،كنند ام برآورده ميijs ( نقليه گذرنده از اين مسير وسايل ، بايد كوچكتر از كل ظرفيت )يعنيijqx (محدوديت .باشد )شرط  نيز)  5
   .كند  ارضاء مي(j,i) يا (i,j) نقليه گذرنده از كمان وسايل را توسط يكي از   jو iهاي  دهي به تقاضاي مابين گره دمتخ
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دسته ابتدا  موجود در اين مسايل روش حل  .]4 [كردارايه ،  تئوري رياضي قوي يكبر اساسرا ريزي منوتراپيك   برنامه]3 [اولين بار راكفلر
  و برتسكاس حداقل هزينه جريان شبكه توسعه داده شد و سپس توسط تيسنگمسايل  براي ]6 [توسط برتسكاس بعد از آنو  ]5 [راكفلرتوسط 

سيار ، كه رابطه ب اوليه و ثانويه روبرو هستيممساله  با دو  منوتراپيكريزي برنامه در. ريزي خطي بسط داده شد  برنامهمسايل براي ) 1987(
 محدوديت عدد ريزي منوتراپيك مدلسازي كنيم، در ابتدا  برنامهمسايل را در غالب   IP1 براي اينكه بتوانيم مدل خطي شده .محكمي با هم دارند

انيم براحتي با توجه به خصوصيات تو ما همچنين مي. كنيم  را تعريف مي′ijx متغيرهاي لنگي  )4(صحيح را آزاد كرده و براي مجموعه متغيرهاي 
  . شده استارايه  تغييريافته حاصل در ادامه مساله  .بدست آوريم، متغيرهاي كران بالا و پايين مساله براي كليه متغيرهاي مساله 

  
)7(                                                                                                     

( , )
Min ij ij

i j
c x∑[LP2]  

)8(                                                                               
s.t.

ij ji ij
j j j
x x s i d′ ′− + = ∀ ≠∑ ∑ ∑  

)9(                                                                              ij ji ji
j j j
y y s i d− + = − ∀ ≠∑ ∑ ∑  

)10(                                                  ( ) ( ) 0     ij ij ij ji ji ji
j j
y s x y s x i d′ ′− + + + + + = ∀ =∑ ∑                   

)11(                                                                                                        ij ji ijs s u+ =  
)12(                                                             [ ] [ ]0, 0, 0,  ij ij ij ijy U x U q s u⎡ ⎤∈ ∈ ∈ ⎣ ⎦                              

                               
  .كرد بازنويسي   به صورت  آمده در زيرريزي منوتراپيك  در غالب برنامهتوان را مي  LP2 مدل

  
)13(                                                                                                                                 [M1]                                                     

( ) ( ) { }( )

{ }

{ }

[ ] [ ]

,

, , , , ,

Min ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

          Where

0, 0,
( ) , ( ) ,

otherwise otherwise

i ji i
ij ij ij ij ij ij ij ij x y s d

i j i j i j i j i d i d i j

ij ij ij ij ij ij
ij ij ij ij ij

f x f y f s f z d d d d

c x if x U q c y if y U
f x f y f

δ δ δ δ
≠ ≠

′ + + + + + + +

′ ′⎧ ⎧∈ ∈⎪ ⎪′ = =⎨ ⎨
+∞ +∞⎪ ⎪⎩ ⎩

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

0,
( )

otherwise

0 , 0 0
( ) , ( )

otherwiseotherwise

ij ij ij ij
ij

ij ij ij
ij ij

c s if s u
s

if z u u if d
f z dδ

⎧ ⎡ ⎤∈⎪ ⎣ ⎦= ⎨
+∞⎪⎩

⎧ ⎡ ⎤∈ =⎧⎪ ⎣ ⎦= =⎨ ⎨+∞+∞ ⎩⎪⎩

                                       

   



 

 

)14(                  

{ }

1 1

1

,

( , , , , )   Where  ( , , , )

for :

for :
( , , , , )

for : ( ) ( )

x y d s

i
ij ji ij x

j j j

i
ij ji ji y

j j j

ij ij ij ji ji ji i
j j

i j
ij ji ij s

x x y s z d L d d d d d

i d x x s d

i d y y s d
L x y s z d

i d y s x y s x d

s s z d

= − ∈ =

⎧ ⎫′ ′≠ − + − =
⎪ ⎪
⎪ ⎪

≠ − + + =⎪ ⎪⎪ ⎪= −⎨ ⎬
′ ′⎪ ⎪= − + + + + + =

⎪ ⎪
⎪ ⎪

+ − =⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑
              

 
   .توان بدست آورد ريزي منوتراپيك براحتي مي  را در غالب برنامه بالامساله دوگان 

  

)15(                               
( ) ( ) { }( )

{ }

{ }

*

, , , ,

,* * *

,

Min ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

          ( ) ( ) ( )

i
ij ij ij ij ij ij ij ij x

i j i j i j i j i d

i ji
y s d

i d i j

g t g r g k g l d

d d d

δ

δ δ δ
≠

≠

+ + + + +

+ +

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑  

)16(                                       1 1 1 1( , )  Where   ( , , , )  And  ( , , , )x y s dp t L p p p p p t t r k l⊥∈ = =    
  

باشند و براي مثال، براي   ميδ و f توابع 7 به ترتيب توابع جفتδ* و gتوابع . باشد  ميLضاي  زيرفضاي عمود بر زيرف⊥L 6زيرفضاي
)تابع  )ij ijg tداريم :  

{ } ( ) 0
( ) Sup ( )

0 ( ) 0
ij ij

ij ij ij ij ij ij
ij ij

U q if t c
g t t x f x

if t c

− ≥⎧⎪= − = ⎨ − <⎪⎩
  

  
1نقاط  1( , )d x− 1 و 1( , )p t باشند، در صورتي كه شرايط زير برقرار باشند ميتوابع اوليه و دوگان  به ترتيب نقاط بهينه.  

  
)17 (                                                                                                             1 ( , , , ) 0x y d sd d d d d= =                                         
)18  (1 1 1 1 1 1( , ) ( , )   Where   ( , ) ( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ))x y s dt p f x d f x d f x f y f s f z d d d dδ δ δ δ′∈∂ − =  

  
1 مجموعه 1( , )f d x∂ 1 در نقطهf تابع 8هاي  زيرگراديان از− 1( , )d x−ريزي   برنامهمسايل يكي از مهمترين ويژگيهاي .  تشكيل شده است

 يافت، به ⊥L يا L در زيرفضاهاي9هاي محدود اصلي توان جهتي را از بين مجموعه جهت منوتراپيك اين است كه، در هر جواب غير بهينه مي
 مساله  با حل .بدست آورد ]5 [ يا]4 [10ول تاكرتوان به سادگي از طريق جد  را ميها اين جهت. طوري كه توابع اوليه و يا دوگان را بهبود بخشد

را است و با توجه به مقايسه اين روش همگ. توان به سرعت به جواب بهينه دست پيدا كرد منوتراپيك بالا با استفاده از الگوريتم حل تسنگ مي
                                                 
6 -Subspace 
7 -Conjugate Functions 
8 -Sub-gradient 
9 -Elementary Direction 
10 -Tucker Tableaus 



 

 

بالاتر  شبكه هستند، كارايي آن مسايل ي كه داراي ساختار بسيار نزديكي به ساختار مسايل هاي مشابه موجود، براي  نتايج حل آن با الگوريتم
، از الگوريتم 11 حداقل هزينه جريانمسايل باشد، براي  كه مبتني بر اين تئوري مي ،]6 [ براي مثال سرعت حل الگوريتم برتسكاس.است

 تنها مورد باقيمانده  . سريعتر است برابر4 تا 3 تا حدود  است،مسايل شد كه سريعترين الگوريتم براي حل اين نوع   كه سالها فكر ميسيمپلكس،
توانيم،   مي LP2در مدل . صورتي ارضاء كنيمايم و بايد آنرا به   آزاد كردهمساله  اين است كه ما محدوديت عدد صحيح را از مساله  اين  مورددر

)عبارت با استفاده از روش انشعاب و تحديد و  انشعاب روي  )ij ij ijy s x q′+ همانطور كه مشخص .  به نتيجه مورد نظر دست پيدا كنيم+
ها را  توان اين محدوديت ريزد و نمي  را به هم ميمساله  از نوع بالا ساختار هائي  ولي اضافه كردن محدوديت.باشد  ميijxاست، اين عبارت برابر 

 ولي جواب صحيح ،توان با تغييرات كوچكي صحيح كرد مي بنابراين جواب غيرصحيح حاصل را . به آن اضافه نمودمساله بدون تغيير ساختار 
  .وش كاراتري هستيم بنابراين نيازمند ر.حاصل از بهينگي در بسياري از موارد دور است
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ريزي را  ما اين برنامه.  پذير توسعه داده شده است هاي خطي و تابع هدف محدب و تفكيك ي با محدوديتمسايلريزي منوتراپيك براي  برنامه
توان تئوري را براي  خاص مورد بررسي ميمساله ي در نهايت برا. پذير نيستيم، بسط خواهيم داد براي حالتي خاص كه داراي تابع هدف تفكيك

در اين زمينه هنوز در ابتداي راه است، ولي دورنماي اين تحقيق را به طور مختصر نشان  چند تحقيقهر .  عدد صحيح نيز توسعه دادمسايل 
كنيم، خواهيم  زاد مي عددصحيح را آاز هم محدوديت و ب در تابع لاگرانژ قرار دهيم را)5(و ) 3(،) 2(هاي    محدوديتIP1اگر در مدل  .خواهيم داد

  .داشت
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)با داشتن ضرائب لاگرانژ  , , )x y sp p pچون تابع دوگان بالا در تمامي نقاط خود .  فوق را بدست آوردمساله توان جواب بهينه   براحتي مي

ريزي  ولي اگر ما بتوانيم تئوري برنامه.  براي حداكثرسازي آن استفاده نمود12 مثل روش زيرگراديانيش از روتوان ميپذير نيست،  مشتق
هاي اصلي   خاص گسترش دهيم و بتوانيم در هر تكرار به سوي بهينگي از جهتمساله  عدد صحيح و خصوصا اين مسايل منوتراپيك را براي 

آل، سرعت و  علاوه بر استفاده از ويژگيهاي روش لاگرانژ در بدست آوردن حد پايين هاي ايدهزيرفضاي دوگان استفاده كنيم، خواهيم توانست، 
باز هم محدوديت عدد  . خواهيم دادتر كرده و ابعاد آنرا بيشتر نشان  دورنماي اين ايده را روشنپايان اين مقالهدر  .ايي آن را نيز بهبود بخشيمكار

  . كنيم مي لاگرانژ بيان مساله در غالب  را IP1مدل  كنيم و آزاد مي IP1 مدل صحيح را در 
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12 - Sub-gradient Method 



 

 

)20 (                                                                                                                                [M2]                                        
    

                            

( )

{ },

,

Min ( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( )

Where
, ( , , , )

        ( , , , )
otherwise

0 0
( )

otherwise

i ji i
ij ij ij ij ij x y s d

i j i d i d i d

ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij
ij ij ij ij ij

f x y s z d d d d

c x if y s qx x y s z C
f x y s z

if d
d

δ δ δ δ

δ

≠ ≠ ≠

+ + + +

+ ≤ ∈⎧
= ⎨

+∞⎩
=⎧

= ⎨+∞⎩

∑ ∑ ∑ ∑

  

)21  (                   ( )

{ }

1 1 1 1

,

s.t.
, ( , , , ) ( , , )

( , , , , , , )

x y s

i
ij ij x

j j

i
x y s ij ji ji y

j j j

i j
ij ji ij s

d x L x x y s z d d d d

x x d

L x y s z d d d y y s d i d

s s z d

′− ∈ = =

⎧ ⎫− + =
⎪ ⎪
⎪ ⎪

′ = − + + = ∀ ≠⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪+ − =⎩ ⎭

∑ ∑

∑ ∑ ∑

  

  
شرايط . را با استفاده از توابع جفت براحتي نوشت M2توان دوگان  باز هم مي. باشد هاي كران مي  مجموعه بازهijC مجموعه )20(معادله در 

گيرد، ولي چون تابع   منوتراپيك قرار ميمسايلگرچه در غالب  M2 مدل .باشند مي )18( و) 17(معادلات شرايط بهينگي نيز دقيقا مشابه بهينگي 
ما در ادامه روش آزادسازي تسنگ را  .توان آن را با استفاده از روش آزادسازي تسنگ حل نمود هدف آن روي هر متغير جداشدني نيست، نمي

    .پيك بالا بسط خواهيم دادريزي منوترا براي مدل برنامه
  

1 اگر ما داراي يك جواب اوليه 1( , )d x L′− ) و يك جواب دوگان ∋ , )p t L 1 باشيم، كه در شرايط بهينگي به جزء شرط ∋′⊥ 0d = 
  به اندازه مثبتيتوان انحراف كل را دوگان خواهيم بود و يا اينكه مي يا داراي يك جهت بهبوددهنده  در هر تكرارشود كه صدق كنند، ثابت مي

1انحراف كل برابر ( .كاهش داد 1
Td dاي براي تابع دوگان وجود داشته باشد، اين  بهبوددهندهشود كه اگر جهت   همچنين ثابت مي.)باشد  مي

توانيم، يا جهتي را بيابيم كه انحراف كل را  در هر تكرار مي ]5 [ راكفلرشده هاي رنگ  انديس با اصلاح الگوريتم.جهت يك جهت اوليه خواهد بود
آزاد شده به شرح زير مساله هاي اصلي الگوريتم براي حل  در نهايت قدم. كاهش دهد و يا يك جهت اوليه براي بهبود تابع هدف دوگان بيابيم

  .باشد مي
  

1بردار اوليه  :اولگام  1( , )d x L′− )و بردار ثانويه  ∋ , )p t L 1را به صورتي پيدا كنيد كه در شرايط بهينگي به جزء  ∋′⊥ 0d  صدق =
  .كنند

  
1اگر  :گام دوم 0d  را پيدا كنيد، 1dاي از  در غيراينصورت مولفه. رسد الگوريتم به انتها ميباشد و   اوليه ميمساله  جواب بهينه 1x ،آنوقت =

هاي رنگ شده، يا جهتي را  شده انديس با استفاده از الگوريتم اصلاح. )در صورت مثبت بودن مولفه روش مشابه است( كه داراي مقدار منفي باشد



 

 

1اين جهت را با بردار .  كاهش يابدبيابيد، كه در امتداد آن انحراف كل 1( , )ux udو يا جهتي را بيابيد،  و سپس به گام سوم برويد نشان دهيد 
1اين جهت را با بردار . كه تابع هدف دوگان بهبود يابد 1( , )up utو به گام چهارم برويد نشان دهيد .   

  
1 : قرار دهيد:گام سوم 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )New Oldx d x d ux udµ= + .µ برابر بزرگترين مقداري است كه در ضمن اينكه شرايط بهينگي 
0dرا به جزء    .دهد كند، مقدار انحراف كل را به اندازه مثبتي كاهش مي  حفظ مي=

  
* : قرار دهيد:گام چهارم

1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )New Oldp t p t up utλ= + .*λبرابر مقداري است كه :  
{ }*

1 1 1 1>0
( ) min  ( )q p up q p up

λ
λ λ+ × = + ×  

      
اين . شود  انجام ميijx ها روي متغيرهاي انشعاب. كنيم  صحيح در ادامه از الگوريتم شاخه و كران استفاده ميبراي بدست آوردن جواب

روش حل نيز هيچگونه تغييري .  گنجاندijCهاي محدب  به هم بريزد، در مجموعه  M2ساختار مدل توان بدون اينكه  ها را مي محدوديت
 M1با جواب حاصل از حل مدل  M2  حل مدل جواب خطي حاصل از .باشد  مي و تكميلنتايج عددي الگوريتم بالا در حال بررسي .نخواهد كرد

  :كند، اين است كه  را از هم متمايز مييكي است، ولي آنچه كه ايندو
L و ′Lشود كه زيرفضاهاي  اين كار باعث مي. را در تابع هدف قرار داديم) 4(هاي  ما محدوديت )1 شبكه مسايل  با كمي تغيير به زيرفضاي ′⊥

هاي  براي مثال جهت. شوند ها اين است كه جهت هاي اوليه آنها بسيار راحت و سريع توليد ميويژگي اين زيرفضا. با حداقل هزينه تبديل گردند
هاي  همچنين مجموعه جهت. باشد هاي يك گراف ناهمبند، كه شامل دو گراف همبند مجزاست، مي  معادل مجموعه سيكل′Lاوليه زيرفضاي 
Lاوليه زيرفضاي    .كنند  هايي از گراف ناهمبند ذكرشده است، كه دقيقا يك قسمت به گراف حاصل از برش اضافه مي  معادل مجموعه برش′⊥

)هاي عددصحيح را در توابع هدف  توان محدوديت مي )2 , , , )ij ij ij ij ijf x y s zدر اين صورت ديگر اين توابع پيوسته نخواهند بود، .  گنجاند
 در اينحالت براي مثال براي تابع .اي بدست آوريم توانيم، توابع جفت پيوسته تغيير در تعريف توابع هدف جفت ميولي با كمي 

( , , , )ij ij ij ij ijf x y s zآوريم  تابع جفت را به صورت آمده در زير بدست مي.  
  

{ }( , , , ) Sup ( , , , ) , , , Integerij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ijg x y s z t x r y k s l z f x y s z x y s z′ = + + + −  
  

 در حالتي كه لاگرانژمساله اي معادل با   مساله، دقيقا  را قرار دهيم′ijg توابع ijgبه جاي توابع جفت  M2 مساله  دوگان مساله اگر در 
باز . ريزي منوتراپيك استفاده كرد توان از قضاياي تئوري برنامه ديگر نمي در اينحالت .محدوديت عددصحيح را به آن اضافه كنيم، خواهيم داشت

.  لاگرانژ استفاده نمود و از حد پايين بدست آمده در روش شاخه و كران استفاده نمودمسالهتوان از روشي مثل روش زيرگراديان براي حل  هم مي
باشند، استفاده كنيم ولي تضميني براي رسيدن به جواب  خاص عدد صحيح ميمساله كه در اين  توانيم در جهت بردارهاي اوليه ما باز هم مي

  . لاگرانژ وجود نداردمسالهينه و حتي بهترين جواب به
  
  
  گيري  نتيجه -5

نشان داديم كه . شده استبررسي ريزي منوتراپيك   با استفاده از برنامهشدهتفكيك  با تقاضاي  حل مدل مسيردهي در كمان،در اين مقاله
تئوري . پيدا كرد) هاي اوليه جهت( هايي محدود  براحتي از بين جهتريزي اوليه و ثانويه را در غالب اين برنامهمسايل توان جهت هاي بهبود  مي

همچنين به . پذير نيست، بسط داديم كه داراي تابع هدف تفكيك) M2مدل (مورد بررسي مساله ريزي منوتراپيك را براي مدل خاصي از  برنامه



 

 

هم اكنون تيم . باشد، پرداختيم  داراي محدوديت عدد صحيح نميريزي منوتراپيك در حالتي كه در غالب تئوري برنامهمساله بررسي اجمالي اين 
در صورتي كه بتوان . باشد هاي عدد صحيح مي خاص مورد بررسي با محدوديتمساله تحقيقاتي ما در حال كار بر روي بسط اين تئوري براي 

هاي حل موجود  به عنوان بهترين روش 13دهي انشعاب و قيمتالگوريتمي كارا با استفاده از تلفيق تئوري لاگرانژ، كه در حال حاضر همراه با روش 
. با تقاضاي شكسته شده يافتمسيردهي در كمان مساله يزي منوتراپيك براي حل ر  و تئوري برنامهروند، عدد صحيح به كار ميمسايل براي حل 

اين رده از مسايل حمل و نقل به همراه . ستفاده نمودحل ابتكاري كارا براي حل مسايل مسيردهي در كمان ا يك راهارايه توان از آن براي  مي
در نهايت بسط روش .  هستندNP-Hardآيند و هر دو  نقليه جزء مهمترين مسايل حمل و نقل عمومي به حساب ميوسايل مسايل مسيردهي 

  .تواند زمينه تحقيقات آتي قرار گيرد ريزي منوتراپيك براي مسايل عدد صحيح مي برنامه
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