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  چكيده
افق زماني و تعداد دوره هاي . قيمت گذاري پويا توسعه مي يابد دراين مقاله دومدل رياضي جديد

بازار عرضه از قبل معين فرض مي  بازبيني و همچنين مجموعه قيمتهاي گسسته قابل قبول در
اي كالا تصادفي است تقاضا بر. قيمتها در دوره هاي  تعيين شده مورد بازبيني قرار مي گيرند. شود

مراجعه مشتريها براي خريد طبق فرايند . كه به دوره وهمچنين به قيمت پيشنهادي بستگي دارد
هدف . كالاهايي كه در انتهاي بازه  به فروش نرسيده اند فاقدارزش خواهندبود. پواسان ناهمگن است

است به گونه اي كه سود تعيين قيمتهاي ارائه كالا به مشتريان در طول بازه هاي تصميم گيري 
تفاوت دو مدل توسعه يافته دراين مقاله . قابل حصول از فروش كالاهاي در دست بيشينه گردد

اين مدلها درچارچوب برنامه ريزي پويا . مربوط به درنظرگرفتن يا آزاد سازي حد ميزان فروش است
و همچنين تعيين حد فروش فورموله شده اند و با مدلهاي موجود درادبيات ازنظر قيمتهاي گسسته 

  . و با فرضيات واقعي درصنعت تشابه بيشتري دارنددمتفاوت هستن
  

  مقدمه -1
 مانند شركتهاي هوايي، هتلداري ي از مدتها پيش در صنايع مختلف1اري پوياذدستاوردهاي قيمت گ

دهه كه دراين مقوله . است شناخته شده فروشگاههاي زنجيره ايو شركتهاي انتقال برق و نيز 
 مي پردازد كهتعيين قيمت كالا ياخدمتي به  مطرح شد 2گذشته ودرچارچوب مديريت درآمد

چنين كالائي را فساد . چنانجه پس از گذشت زماني مشخص به فروش نرسدبدون ارزش خواهد بود
قيمت فروش اين كالا دردوره هاي مختلف بازه زماني هدف قيمت گذاري پويا تعيين . پذير مي نامند

  .فساد آن است به طوري كه اميد رياضي ارزش حاصل ازفروش حداكثر گرددد قبل از موجو
. ديابتوسعه مي  فاسدشدنيقيمت گذاري موجودي كالاهاي  جديد دل دو مدر اين مقاله

 قابل قبول دربازار عرضه  گسستهيهامتقيتعداد دوره هاي بازبيني و همچنين مجموعه و ق زماني اف
. دنگيرتعيين شده مورد بازبيني قرار مي   از قبل قيمتها در دوره هاي.ودفرض مي شمعين از قبل 

 .دبوحداكثر به تعداد دوره هاي بازبيني خواهد تغيير قيمت در طول بازه فروش تعداد دفعات  لذا،

                                                 
1-Dynamic Pricing  
2-Revenue Management  
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توسعه يافته دراين  مدل تفاوت دو .استپواسان ناهمگن جهت خريد كالا طبق توزيع ورود مشتريان 
درهردوره مي ناميم مدل پايه  كه آنرا مدل ،اولدرمدل . به حد ميزان فروش استمقاله مربوط 

به عبارت ديگر، براي هر . قيمت تعيين شده درآن دوره تعيين نمي شود حدي براي ميزان فروش با
 تامين  تا اتمام تمامي موجودي،دوره يك قيمت فروش تعيين مي گردد و تمام تقاضاهاي رسيده

دوم، براي هردوره حدي براي فروش درنظر گرفته مي شود تا امكان عرضه كالا در درمدل . مي گردد
  . دوره هاي بعدي نيز ميسرگردد

. با توجه به فرض تقعر تابع پرداخته مي شوددرهردو مدل، به بررسي خواص بهينگي جواب 
   .از مثالهاي عددي نيز بهره گرفته مي شودجهت تشريح بيشتر مدلها 

  
  سئلهتعريف م -1- 1  

  دوره هاي بازنگري گسسته و مجموعه قيمتها، مقالههردو مدل قيمت گذاري پويا ارائه شده درايندر
 بايستي در افق زماني معيني به مقدارموجودي در دست كه.  مي شودفرض از پيش تعيين شده
است كه به دوره وهمچنين به قيمت تصادفي  براي كالا  تقاضا.، معلوم استفروش رسانده شود

كالاهايي كه . مراجعه مشتريها براي خريد طبق فرايند پواسان ناهمگن است. پيشنهادي بستگي دارد
اين فرض نيز در ي زسا اگرچه آزاد.بود هنداخوارزش فاقد باشند،در انتهاي بازه به فروش نرسيده 
ه زين موجودي قابليت تجديد ندارد و تقاضاهاي از دست رفته ه.ساختارمدل خللي ايجاد نمي كند

قيمتهاي ارائه كالا به مشتريان در طول بازه هاي تصميم گيري تعيين هدف . اي ايجاد نمي نمايند
  .كالاهاي در دست بيشينه گرددبه گونه اي كه سود قابل حصول از فروش است 

در عمل هم مشاهده مي شود كه در بسياري از صنايع، قيمتها در مدت زمانهاي معيني 
ده مي شوند و از سوي ديگر مجموعه قيمتهاي ارائه كالاي مورد نظر نيز از قبل مورد بازنگري قرار دا

 هرمعين است و تصميم گيرنده تنها به تعيين قيمتي از مجموعه قيمتهاي ممكن براي ارائه كالا در
 در پاره اي البته. ي پردازد م پيشنهادي با توجه به رفتار مشتريان نسبت به قيمتهاي وبازه زماني

 مي توان سطحي را براي ميزان فروش كالا در هر يع هم براي حفظ مشتريها يا سايرتعهدات،ازصنا
  .تا دربازه هاي بعدي نيز كالا موجودباشدبازه تعيين نمود 

  مرور ادبيات -2- 1
اين مسئله . معرفي گرديد) 1963(توسط كينكيد و دارلينگاولين بار مسئله اوليه قيمت گذاري پويا 

خدماتي همانند صندلي درو يا هستند عمر كوتاه داراي  كه لباسهاي تابع مدن در صنايعي همچو
مي ) 1994(در گالگو و ون رايزين. داده است نشان از خود كارايي بالايي هواپيما و يا اتاقهاي هتل

توان مباحث گسترده تري را در مورد زمينه هاي پيدايش و نيز قابليت كاربرد قيمت گذاري پويا 
  .ودمشاهده نم

ه شده است دو رويكرد مختلف را ئ در مقالات مختلفي كه در زمينه قيمت گذاري پويا ارا
برخي از مقالات به بررسي خواص ساختاري سياستهاي بهينه در قيمت . مي توان تشخيص داد
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هدف اينگونه مقالات ايجاد ديدي كلي از چگونگي رفتار قيمتها با توجه به . گذاري پويا مي پردازند
 توسعه الگوريتمهايي كارا براي محاسبه سياستهاي و خريداران نسبت به قيمتهاي ارائه شده وردخرب

 دسته ديگر مقالات به ارائه مدلهايي براي قيمت گذاري پويا مي پردازند كه پديده هاي . استبهينه 
و  د را مد نظر قرار مي دهند شومختلفي كه فروشنده در فروش كالاي خود با آن رو برو مي 

  . ند ده ميتوسعه را بدون توجه به پيچيدگي حل مدل ارائه شده،  ايسياست بهينه
گالگو و ون  به عنوان مثال در مقالاتي از خواص ساختاري مربوط به سياست بهينه

با استفاده از يك . مورد بررسي قرار گرفته است) 1997(و نيز بيتران و ماندسچين) 1994(رايزين
نرخ تقاضا تابعي مستقل از زمان در نظر گرفته شده است، گالگو و كه در آن توزيع تقاضاي متجانس 

  : سياست بهينه اثبات نموده اندخواص زير را براي) 1994(ون رايزين
  .در هر لحظه از زمان، قيمت بهينه با افزايش كالاهاي به فروش نرسيده، كاهش مي يابد - 1
 .كاهش مي يابددر هر سطحي از موجودي، با گذشت زمان قيمت بهينه  - 2

 4 و خاصيت دوم با نام يكنواختي زماني3خاصيت اول با نام خاصيت يكنواختي موجودي
توزيع تقاضاي پواسان با  يت فوقخاصدوبه بررسي ) 1997(بيتران و ماندسچين. شناخته مي شود

 واص ح ايننامتجانس پرداخته و نشان داده اند در حالتيكه توزيع قيمت رزرو به زمان وابسته نباشد
ديگر بر قرار دوم ، در حالتيكه توزيع قيمت رزرو به زمان وابسته باشد، خاصيت ليكن. هستندبر قرار 

 براي چنين حالتي تحت شرايطي كافي دوم نشان داده اند كه خاصيت  )2000(ژائو و ژنگ. تسني
 و  برخي ديگر از كارهاي انجام شده در اين زمينه را مي توان در بيتران.است برقرار

مهمترين مفروضات مدلهاي  .مشاهده نمود) 1986(لازير و )1995(، فنگ و گالگو)1998(همكاران
  :ارائه شده در اين مقالات عبارتست از

  .فروشنده در محيطي غير رقابتي به فعاليت مي پردارند - 1
 .استافق زماني فروش محدود  - 2
 نمي تواند در طول بازه فروش تجديد موجودي  واست nفروشنده داراي موجودي معلوم - 3

 .نمايد
انجام شده در موجودي به عنوان هزينه هاي از دست رفته محسوب مي سرمايه گذاري  - 4

 .گردد
 .تقاضا با افزايش قيمت كاهش مي يابد - 5
 .خواهند بودكالاهاي به فروش نرسيده داراي ارزش اسقاطي  - 6

 دفعه k در آن قيمتها حداكثر مي توانندبه بررسي حالتي كه) 1997(بيتران و ماندسچين
آنها . استدر مدل آنها فاصله زماني ما بين بازبيني ها از قبل مشخص . انده پرداخت، بازبيني گردند

 يك تبديل به  هر مرحله  دره ك نموده اند  سازيبرنامه ريزي پويا مدلمسئله خود را درچارچوب 

                                                 
3-Inventory Monotonocity   

4 -Time Monotonocity  
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د كه در حد، وقتيكه ظرفيت به سمت بي نهايت مي شونشان داده .  د مي شوي غير خط ريزيبرنامه
 . دهستنبهينه  قيمتهاي ثابت ميل مي نمايد و توزيع قيمتهاي رزرو مستقل از زمان فروش مي باشد

مجموعه قيمتها گسسته و از قبل معين است و لذا با مدل اين مقاله پيشنهادي  در مدلهاي
بر ميزان فروش در هر  حد  تاثير در نظر گرفتنعلاوه براين،. وت اساسي داردتفا بيتران و ماندسچين

   .ددمنظور مي گردوره 
 با در بخش بعدينگاه آو ارائه شده و پارامترهاي مربوطه معرفي  رياضيمدلهاي 2دربخش 

در ادامه به بررسي جوابهاي حاصل . ارائه يك مثال عددي خواص بهينگي در مدل بررسي مي گردد
پرداخته   از مدل قيمت گذاري پوياي پيوسته مدلهاي ارائه شده و مقايسه آنها با جوابهاي حاصلاز

  .ه بيان مي گردددر انتها نيز زمينه هاي مناسب براي توسعه مطالب ارائه شد. مي شود
  

   هاي رياضيمدل - 2
جود كالا رت و فرض بر آنست كه در صو، در اولين مدل. اين بخش دومدل رياضي توسعه مي يابددر

 در اين .دباش قابل فروش باقيمانده ي ها كالا بازه تمامآنگردد و با قيمت تقاضاي هيچ مشتري رد ن
مدل هدف تنها يافتن قيمتي از داخل مجموعه قيمتها براي ارائه كالا در طول بازه تصميم گيري 

 .دست بيشينه گرددسود قابل حصول از فروش كالاهاي در اميد رياضي مي باشد به گونه اي كه 
درحالي كه در مدل دوم فروشنده امكان نگهداري كالاي خود را براي فروش در دوره هاي بعدي 

  . دارد
   پايه رياضيمدل:  اول مدل-1- 2  

در .  گردد عرضه مي دورهn در واحد براي فروشT واحد از كالايي در افق زمانيC مي شودفرض
شماره گذاري دوره هاي . طول اين مدت قيمتها بايستي در هر دوره مورد بازنگري قرار داده شوند

 منظور از دوره اول آخرين دوره بازنگري ،بازنگري به صورت رو به عقب انجام مي شود، به طور مثال
 قيمتهاي ، از سوي ديگر.است يمت گذاري كالا در ابتداي فروشق اولين دوره nو منظور از دوره

},,...,{قابل گزينش براي ارائه كالا در هر بازه از مجموعه قيمتهاي 21 Kp pppS مي  انتخاب =
در هر دوره با استفاده از داده هاي دوره قبل، پيش بيني در مدل ارائه شده از هر توزيعي كه . گردد

مكن باشد مي توان استفاده نمود و به همين دليل نيز مدل محدود به تابع تقاضاي دوره بعدي م
گذاري   در بيشتر مدلهاي ارائه شده در ادبيات قيمت. نخواهد بود براي ورود مشتريانتوزيع خاصي

، پيشنهادي در مدل ، ليكنپويا از توزيع پواسان جهت مدل نمودن فرايند خريد استفاده شده است
 ورود نمائيد فرض ابتدا. به كار بست و دامنه بيشتري از توزيعها را مي توان افتهتعميم ياين فرض 

 نشان t باشد كه در آنtλ)( با نرخ ورودهمگنمشتريان جهت خريد كالا داراي توزيع پواسان نا
حداكثر قيمتي كه هر مشتري حاضر  ضمنا .استدهنده مدت زمان باقيمانده تا انتهاي بازه فروش 

 .استتوزيع معين باتابع به پرداخت آن براي دريافت كالاي مربوطه مي باشد نيز متغيري تصادفي 
 در داخل اين بازه احتمال خريد t باشد آنگاه در زمانpاگر قيمت كالاي عرضه شده در يك بازه
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1)( ز سوي يك مشتري برابراين كالا ا pFt− بنابراين نرخ خريد كالا در زمان. خواهد بودt را مي 
)()1)((توان با pFt t−×λين قيمت عرضه كالا در ابتداي هر بازه زمانييعتجهت .  نشان دادiT از 

  : طبق قرارداد. ستفاده شده استارو پسي با حركت برنامه ريزي پوياي احتمال
)( ii cV : حداكثر اميد رياضي سود درi دوره آينده  است درصورتي كه ميزان موجودي در 

  .باشد ic  ام برابر باiابتداي دوره
نرسيده در انتهاي بازه فروش داراي ارزش اسقاطي صفر در نظر گرفته شده اند، كالاهاي به فروش 

  :در نتيجه مي توان شرايط مرزي زير را  براي مدل در نظر گرفت
                                  i∀                              0)0( =iV          

                                 0c∀                            0)( 00 =cV     
با توجه به توزيع پواسان نامتجانس ورود مشتريان و نيز توزيع قيمت رزرو، مي توان متوسط كالاي 

  :   فروش رفته در طول هر بازه تصميم گيري را به صورت زير بدست آورد

                                                     ∫
−

−×=
1

))(1()()(
i

i

T

T
tktki dpFtpm λ  

 زمان خاتمه فروش در اين بازه iT−1 ام وi نشان دهنده زمان شروع دوره فروشiTدر اين رابطه
 به صورت خريدهاي صورت گرفته در هر بازهتابع توزيع تعداد با توجه به متوسط بدست آمده . است

  :زير ارائه مي شود
                                         !/)^())(exp(})(Pr{ jjpmpmjpX kikiki ×−==  

)(،بالادر رابطه  ki pXنشان دهنده متغير تصادفي تعداد خريدهاي انجام شده در بازه i  ،ام
  . عرضه مي گردد، مي باشدkpهنگاميكه كالاي ما با قيمت

 سود قابل حصول در  اميد رياضي برنامه ريزي پويا مي توان حداكثربراساس رابطه بازگشتي
 بصورت زير د راباش  اولدر ابتداي بازه كالاي باقيمانده 1c را هنگاميكه دارايدوره اول قيمت گذاري

  :بيان نمود

)1         (k

c

j
kkkk pccpXjpjpXpcV 11

0
1111 ))(Pr{))(Pr{),(

1

×>+×==∑
=

      

Cc،)1(در رابطه  ≤≤ ),( و متغير حالت10 1 ki pcV در سوداميد رياضي  نشان دهنده بيشينه 
. د باشkpر ابتداي دوره آخر و قيمت ارائه محصول موجودي د1c به شرطي كه آخرين دوره است 
  :حال خواهيم داشت

)2 (                                )},({)( 11 kpi pcVMaxcV
k

=  
 يعني قيمت بهينه ارائه كالا در طول بازه kp سود و نيز اميد رياضيمي توان بيشينه) 2(از معادله 

  :براي اين بازه داريم.  ام را در نظر مي گيريمiحال بازه دلخواه .خر را بدست آوردآ
)         3(  

  ∑
=

− ×>+−+×==
ic

j
kiikiiikkikii pccpXjcVjpjpXpcV

0
1 })(Pr{))((})(Pr{),(  
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  :را در نظر مي گيريم) 4(براي اين دوره نيز رابطه 
)4               (                  )},({)( kiipii pcVMaxcV

k

=  
Ccn ام و با در نظر گرفتنnدلات بازگشتي ارائه شده تا دورهبا حل معا  اميد  بيشينه=
 و نيز قيمت بهينه ارائه كالا در T واحد كالا در طول بازه فروشC از فروشرياضي سود حاصل
 n و رسيدن به انتهاي بازهnT با شروع فروش در ابتداي بازه زماني.مي آيدست ابتداي بازه فروش بد

با توجه به معادلات .  واحد خواهيم بودnc−1 ام داراي موجوديn−1ام و ابتداي بازه تصميم گيري
  :حاصل مي شودا استفاده از معادله زير قيمت بهينه ارائه كالا در بازه مربوطه بازگشتي حل شده ب

)5                            ()},({)( 1111 knnpnn pcVMaxcV
k

−−−− =  

  در نظر گرفتن حدي بر ميزان فروش :  مدل دوم- 2- 2  
براي  فروشنده امكان نگهداري كالاي خود را  درآننمائيم كهمي ارائه جديدي در اين بخش مدل 

گذاري با تقاضاي پواسان نامتجانس  در مدلهاي پيوسته قيمت. فروش در دوره بعدي داشته باشد
اثبات مي شود كه در حالت بهينه در هر لحظه از زمان فروش، حدي بر ميزان فروش با توجه به 

 كالاي حال در نظر داريم در هر بازه تصميم گيري ميزان حداكثر. قيمت بهينه ارائه شده وجود دارد
و قراردادهاي تمامي مفروضات . قابل فروش را جهت بيشينه نمودن سود قابل حصول بدست آوريم

  ..استمدل قبل در اين مدل نيز معتبر 
ند چرا كه هستهمچنان معتبر ) 2(و ) 1(، روابط اولدوره ، يعني  فروشبازهبراي آخرين 

ارزش اسقاطي كالاهاي (است ر دست حد فروش در دوره انتهايي فروش برابر كل ميزان موجودي د
 ام را درنظر مي iحال دوره دلحواه. باقيمانده در انتهاي بازه فروش صفر در نظر گرفته شده است

  :براي اين دوره خواهيم داشت. گيريم

          ∑
−

=
− ×−>+−+×==

ii bc

j
iikiiikkiikii bcpXjcVjpjpXbpcV

0
1 })(Pr{))((})(Pr{),,(    

)6(  
),,(رابطه اين در ikii bpcVاست به شرط اين كه موجودي در  سود اميد رياضير بيشينه بيانگ 

براي يافتن . دباشib براي دوره بعدرزرو و حد kp واحد و قيمت ارائهic ام برابرباiابتداي دوره
  :بطه زير را داريمميزان سود بيشينه مورد انتظار را

          )7                             (                          )},,({)(
,

ikipii bpcVMaxcV
ibk

=  
در براي متغير حالت رو ، پسبا انجام محاسبات ارائه شده در هر مرحله و با توجه به حركت 

Ccn رابطه امn دورهيعني بازه،آخرين  با حل معادلات ارائه شده در آخرين  . را خواهيم داشت=
  . ام معين مي گرددnدوره ميزان بيشينه سود مورد انتظار و نيز قيمت بهينه ارائه كالا  در بازه
nbCبا شروع فروش كالا، در صورت رسيدن تقاضاهايي بيشتر از ش محصول ، از فرو−

در صورتيكه .  ام وارد مي شويمn−1گذاري  واحد كالا به مرحله قيمتnbخودداري مي نمائيم و با

))()(( 1 iikii bVpbc −+−
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nbC در اين دوره ازnxتقاضاي nxC كمتر باشد با موجودي اوليه−  ام مي n−1 مرحله وارد−
  :شويم و با توجه به معادله

)8                             (          )},,({)( 1111
1,

−−−−
−

= nknpnn bpcVMaxcV
nbk

  
  .داده مي شوند بدست  در اين بازهkp وnb−1كه در مرحله قبل حل شده است 

 

 خصوصيات ساختاري -3
 با توجه به .به تشريح نتايج مدلهاي بخش قبل مي پردازيممثالي عددي راين بخش باارائه د

پيچيدگي تابع هدف ارائه شده، دستيابي به خصوصيات ساختاري مربوط به مدلهاي ارائه شده با 
 در نتيجه براي بررسي خواص مربوطه .استفاده از روشهاي رياضي، تا حدود زيادي مشكل مي نمايد

 و توزيع قيمت tλ)(توزيع پواسان ناهمگن با پارامتر. دادي مثال عددي استفاده گرديده استاز تع
با توجه به مثالهاي برسي شده مي توان خصوصيات . رزرو نيز در طول هر بازه ثابت فرض مي شود

  .ساختاري را در مورد سياستهاي بهينه قيمت گذاري ارائه نمود
  

. روز به فروش برساند 30الايي را در افق زماني موجودي كواحد  20قصد دارد ده اي فروشن :مثال
)30(/15توزيع مشتريان خواستار اين كالا پواسان ناهمگن با نرخ tt −=λاز سوي ديگر. است، 

داي روز اول، دوم، چهارم، هشتم، سيزدهم و  و اين امر در ابتبودهزمانهاي بازنگري نيز مشخص 
 .دگردمي انجام  P=}29,24,20,17,14,12,10,5{مجموعه  ازيمتتعيين ق. بيستم صورت مي گيرد

 احتمال اينكه ،به عبارت ديگر. است ]30,0[ قيمت رزرو مشتريان نيز داراي توزيعي يكنواخت در بازه
)30/1(خريداري نمايد برابرارائه شده،  pا قيمت  ب كههر مشتري كالاي مربوطه را p− خواهد 

  .بود
   در هر دو مدل مشترك خصوصيات ساختاري-1- 3

  :در مورد خصوصيات ساختاري مشترك در هر دو مدل موارد زير مشاهده مي شود
 تقعر تابع هدف -1-1- 3

ر تابع هدف ارائه شده را مقعر بودن آن دانست چرا كه با شايد بتوان مهمترين خاصيت حاكم ب
داشتن چنين خاصيتي مي توان بسياري از ساير خواص مشاهده شده را اثبات نمود ولي متاسفانه 
بدليل پيچيدگي تابع هدف اثبات اين خاصيت كاري دشوار مي نمايد كه تنها مي توان در برخي 

  : را مي توان به صورت رابطه زير نشان داداين خاصيت. حالات خاص آنرا اثبات نمود
                                                      )1()()()1( −−≤−+ cVcVcVcV tttt                                  

ن در حالت در مثالهاي حل شده رابطه بالا در تمامي مثالها برقرار مي باشد وليكن اثبات آ
مي توان صحت اين رابطه را در مورد مثال ارائه شده ملاحظه ) 1(در جدول. كلي دشوار مي باشد

خاصيت مربوط به مقعر بودن تابع هدف نه تنها خود امري جالب توجه مي باشد بلكه برقرار . نمود
ا فرض مقعر بودن آن، اساس و پايه برقراري ساير روابط مشاهده شده مي باشد به گونه اي كه ب
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از سوي ديگر از اين . بودن تابع هدف مي توان بسياري از خواص بهينگي مشاهده شده را اثبات نمود
خاصيت مي توان براي بدست آوردن مقدار بهينه موجودي اوليه در صورتيكه ميزان هزينه توليد و يا 

 مثالهاي بررسي شده با توجه به. تهيه كالاهاي مربوطه خطي و يا محدب باشد نيز استفاده نمود
تقعر تابع هدف در حالتيكه قيمت گذاري ما  .فرض مقعر بودن تابع هدف فرضي قابل قبول مي باشد

به صورت پيوسته صورت پذيرد، بدون نياز به حاكم بودن توزيعي خاص بر ورود مشتريان، در مقاله 
  .اثبات گرديده است) 2000(ژائو و ژنگ

اين فرض در دو مدل ارائه شده به اثبات برخي از نتايج  در ادامه با توجه به برقراري 
  .مشاهده شده با توجه به برقراري فرض تقعر تابع هدف پرداخته مي شود

  يكنواختي موجودي -1-2- 3
رابطه ديگري كه با توجه به مثالهاي مربوطه در مورد هر دو مدل ارائه شده قابل استنباط مي باشد 

  :خاصيت يكنواختي موجودي مي باشد كه مي توان آنرا به صورت زير تعريف نمود
در يك دوره قيمت گذاري معين، با افزايش تعداد موجودي در دست، قيمت بهينه ارائه « 

  ».كالا كاهش مي يابد
هر چند كه اين رابطه نيز براي مثالهاي بررسي شده برقرار مي باشد اما اثبات آن در حالت 
كلي كاري دشوار مي باشد به همين دليلي در ادامه يك شرط كافي براي برقراري اين رابطه، با 

  .فرض مقعر بودن تابع هدف ارائه شده است
تمامي كالاهاي قابل عرضه در آن  در هر دوره فروش اگر بتوان از احتمال فروش :Iقضيه

  .دوره صرفنظر نمود، با فرض تقعر تابع هدف، خاصيت يكنواختي موجودي برقرار مي باشد
  

  :اثبات
21فرض مي نمائيم كه رابطه ارائه شده برقرار نمي باشد در نتيجه در صورتيكه براي pp < 

  :رابطه
),(),( 21 pcVpcV iiii ≥   

  : آنگاه با توجه به فرض خلف ممكن است كه رابطه زير برقرار باشدبرقرار باشد
),1(),1( 21 pcVpcV iii +<+  

با . حال نشان داده مي شود كه اين رابطه با توجه به فرض قضيه هرگز برقرار نمي باشد
  :ارائه شده بايستي رابطه زير نيز برقرار باشد توجه به روابط

),1(),(),1(),( 1221 pcVpcVpcVpcV iiiiiiii ++>++  
ائه كالا با قيمتهاي مشخص شده و فرض انجام شده در مورد فروش كمتر از در صورت ار

  :ميزان قابل عرضه در ابتداي بازه بعد خواهيم داشت
),1(),(),1(),( 112121111 pcVpcVpcVpcV iiiiiiii +′+′′>+′′+′ −−−−−  

بازه  به ترتيب نشان دهنده موجودي باقيمانده در ابتداي ic′′−1 وic′−1 كه در رابطه ارائه شده
  :از سوي ديگر داريم.  مي باشند2p و1p با قيمتهاي عرضهi−1فروش
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 11 −− ′≤′ ii cc   
  :چرا كه

   در دو مدل ارائه شدهتابع هدف مقادير -1جدول
 

مدل دوم  مدل اول  
     دوره 
  6  5  4  3  2  1    6  5  4  3  2  1  موجودي

1  14.8 21.6 23.4 24.5 25.0 25.3   14.8 21.6 23.4 24.5 25.0 25.3 
2  22.9 38.3 44.7 46.9 47.8 48.2   22.9 38.3 44.7 46.9 47.7 48.1 
3  27.2 51.1 62.7 68.3 69.9 70.6   27.2 51.1 62.7 68.3 69.9 70.6 
4  29.0 61.3 77.3 87.0 90.3 91.6   29.0 61.3 77.3 87.0 90.3 91.6 
5  29.7 67.8 90.0 103.0 108.2 110.4   29.7 67.8 89.8 102.9 108.2 110.4 
6  30.0 73.2 100.9 116.6 123.7 126.8   30.0 73.2 100.8 116.5 123.6 126.8 
7  30.1 76.5 109.2 129.5 137.5 141.4   30.1 76.5 109.2 129.4 137.4 141.3 
8  30.1 78.3 115.4 140.6 150.4 154.8   30.1 78.3 115.3 140.5 150.4 154.8 
9  30.1 79.2 120.9 149.7 161.8 167.1   30.1 79.2 120.9 149.6 161.7 167.1 
10  30.1 79.9 124.7 156.9 171.3 177.8   30.1 79.9 124.7 156.9 171.3 177.8 
11  30.1 80.3 127.2 163.1 179.3 186.8   30.1 80.3 127.2 163.1 179.3 186.8 
12  30.1 80.5 128.8 168.4 186.0 194.4   30.1 80.5 128.8 168.4 185.9 194.4 
13  30.1 80.6 129.7 172.3 191.9 201.0   30.1 80.6 129.7 172.3 191.8 201.0 
14  30.1 80.6 130.5 175.1 196.6 206.6   30.1 80.6 130.5 175.1 196.5 206.6 
15  30.1 80.6 131.0 177.0 200.1 211.2   30.1 80.6 131.0 177.0 200.1 211.2 
16  30.1 80.6 131.3 178.4 202.8 214.7   30.1 80.6 131.3 178.4 202.8 214.6 
17  30.1 80.6 131.5 179.3 204.6 217.2   30.1 80.6 131.5 179.3 204.6 217.2 
18  30.1 80.6 131.6 180.1 205.9 219.1   30.1 80.6 131.6 180.1 205.9 219.1 
19  30.1 80.6 131.6 180.6 206.9 220.4   30.1 80.6 131.6 180.6 206.9 220.4 
20 30.1 80.6 131.6 180.9 207.7 221.4   30.1 80.6 131.6 180.9 207.7 221.4 

  
)()( 21 pFpF >   

  :و در نتيجه
)1()1( 1111 +′∆>+′′∆ −−−− iiii cVcV  

بنابراين فرض خلف .  هدف هيچگاه برقرار نمي باشدكه اين رابطه با توجه به فرض تقعر تابع
 مي توان در مربوطه راصدق اين رابطه را در مورد مثال  .نادرست مي باشد و قضيه اثبات مي گردد

  . ملاحظه نمود)2(جدول
   ساير روابط-3- 4-1

  : در دو دوره متوالي مشاهده نمود دو مدل ارائه شدهير را مي توان در مورد مقادير تابع هدفرابطه ز
)1()()1()( 11 −−≥−− −− cVcVcVcV iiii  

  : خواهيم داشت در مدل دومبا فرض تقعر تابع هدف: IIقضيه
)1()()1()( 11 −−≥−− −− cVcVcVcV iiii  
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  :اين رابطه معادل با نامعادله زير مي باشد: اثبات

)1()()1()( 11 −+≥−+ −− cVcVcVcV iiii  
  :حال با استفاده از فرض خلف خواهيم داشت

)1()()1()( 11 −+<−+ −− cVcVcVcV iiii  
حال نشان داده مي شود كه به ازاي يك سياست بهينه در سمت راست مي توان سياستي 

 ارائه نمود كه حداقل سودي برابر با سمت راست نامعادله  در سمت چپ نامعادلههر چند غير بهينه
1)1( برابر با قيمت بهينه ارائه كالايcVi)(يمت ارائه كالا در مورد در اين راستا ق.ايجاد نمايد −− cVi 

)1( يكواحد بيشتر ازcVi)(قرار داده مي شود و ميزان حد رزرو براي دوره بعد براي −cVi قرار داده 
 ام در هر دو طرف نامعادله يكسان مي باشد و iدر دورهدر اين صورت ميزان فروش . مي شود

  : دوره باقيمانده بايستي داشته باشيمi−1در
  )1()()1()( 1111 −′+<−+′ −−−− cVcVcVcV iiii  

ccكه در اين رابطه   :اين رابطه را مي توان به صورت زير نشان داد.  خواهد بود′≥
)()( 11 cVcV ii −− ∆<′∆  

در نتيجه .  اين نامعادله به هيچ وجه نمي تواند با توجه به تقعر تابع هدف برقرار باشدو
  .فرض خلف رد و قضيه به اثبات مي رسد

كه در مورد مثال عددي ) 3(برقراري رابطه بالا را مي توان با استفاده از داده هاي جدول
در واقع مفهوم حاصل از رابطه بالا را مي توان به اين . ودمطرح شده، ارائه گرديده است ملاحظه نم

صورت بيان نمود كه با در دست داشتن زمان بيشتري تا پايان بازه فروش مي توان به طور متوسط 
سود بيشتري را از در دست داشتن يك واحد بيشتر موجودي بدست آورد كه از لحاظ منطقي نيز 

  .نتيجه اي محسوس محسوب مي گردد
  
   خصوصيات مدل دوم-4-2

علاوه بر روابط ارائه شده در بند قبل مي توان روابط زير را در مورد حد رزرو در مدل دوم مشاهده 
  .نمود

  مقدار بهينه حد رزرو- 1- 4-2
 در حاليكه i−1 يعني ميزان حد رزرو بهينه در دورهb در اين مدل رابطه زير در مورد مقادير بهينه

  : ارائه مي شود، برقرار مي باشدp ام محصول با قيمت iدر دوره
)1()()()1( 1111 −−≤≤−+ −−−− bVbVpbVbV iiii  

  
 را به bصورت مقعر بودن تابع هدف در مدل دوم مي توان رابطه ارائه شده در مورد مقدار

  .ات نمودسادگي اثب
  :IIIقضيه
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  : خواهيم داشتbدر صورت مقعر بودن تابع هدف براي ميزان بهينه حد رزرو دوره بعد
)1()()()1( 1111 −−≤≤−+ −−−− bVbVpbVbV iiii  

 قيمتهاي بهينه ارائه كالا در هر دوره با توجه به ميزان موجودي در دست -2جدول
 در ابتداي هر دوره

موجودي
  

دوره 
1 2 3 4 5678910111213 14 15 16 17 18 19 20 

1  20 17 17 17 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 

2  24 24 20 20 20 17 17 17 17 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 

3  24 24 24 24 20 20 20 17 17 17 17 17 17 14 14 14 14 14 14 14 

4  29 24 24 24 24 24 20 20 20 20 17 17 17 17 17 17 17 14 14 14 

5  29 24 24 24 24 24 24 20 20 20 20 17 17 17 17 17 17 17 17 14 

6  29 24 24 24 24 24 24 20 20 20 20 20 17 17 17 17 17 17 17 17 

 

  :اثبات 
  برقرار ميbبا فرض اينكه تابع هدف مقعر مي باشد، رابطه بالا به ازاي يك و يا چند مقدار متوالي از

 b رابطه بالا برقرار باشد بزرگترين اين مقادير را به عنوانbدر صورتيكه به ازاي چند مقدار متوالي از. باشد
 اي باشد كه در رابطه بالا bاز حال فرض مي شود كه ميزان حد رزرو بهينه مقداري غير. در نظر مي گيريم

  :ور مي باشد متص′bدر نتيجه دو حالت زير براي.  نشان مي دهيم′bصدق مي نمايد و اين مقدار را با
bb درصورتيكه- 1 <′:  

  : خواهيم داشت′bبا توجه به تقعر تابع هدف و رابطه فرض براي
pbVbV ii ≥′−+′ −− )()1( 11    

bcحال فروش كالاي در صورت فروش اين كالا به .  را در نظر گرفته مي شود−′
1)(ميزان bVp i ′+ −′−1 به ميزان سود حاصل از فروش− bc كالاي قبلي افزوده مي گردد در 

1)1(در دوره بعد نگهداري شود به ميزان حاليكه اگر اين كالا براي فروش +′− bVi به سود حاصل از 
−′−1فروش bc به رابطه بالا اين ميزان كمتر و يا مساوي  كالاي قبلي افزوده مي گردد كه با توجه

1)(با bVp i ′+  افزوده ′bبنابراين مي توان ادعا نمود كه حداقل يك واحد بايستي به.  خواهد بود−
bbگردد و در نتيجه ≥′.   

bb در صورتيكه- 2 >′:  
bc ام مي توان حداكثرiدر دورهدر اين حالت نيز   واحد از موجودي را به فروش رساند −′

  :و با توجه به تقعر تابع هدف خواهيم داشت
pbVbV ii ≤−′−′ −− )1()( 11  

−′+1حال فروش كالاي   bc      يـزان  در صورت فروش اين كالا به م      .  را در نظر گرفته مي شود
)1(1 −′+ − bVp i      به ميزان سود حاصل از فروش bc  كالاي قبلي افزوده مي گردد در حاليكه اگر         −′

1)(اين كالا براي فروش در دوره بعد نگهداري شود به ميزان           bVi bc به سود حاصـل از فـروش       −′ ′− 
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 گــردد كــه بــا توجــه بــه رابطــه بــالا ايــن ميــزان كمتــر و يــا مــساوي   كــالاي قبلــي افــزوده مــي
1)1(با −′+ − bVp i  بنابراين مي توان ادعا نمود كه حداقل يك واحد بايـستي از           .  خواهد بودb′   كـسر 

bbگردد و در نتيجه ≤′.   
bb بايستي2و1در نتيجه با توجه به حالتهاي  =′.  

نكته بسيار مهمي كه از قضيه بالا بر مي آيد اين نكته مي باشد كه با توجه بـه رابطـه ارائـه                       
 در هـر دوره را    bشده يك بعد از بهينه سازي مدل دوم كاسته مي شود چـرا كـه مـي تـوان مقـدار                    

رياضي سود در دوره قبل به راحتي محاسبه نمـود و           باتوجه به قيمت مورد بررسي و نيز مقادير اميد          
بنابراين تنها نياز به بررسي متغير تصميم قيمت در هر دوره مي باشد و در نتيجه ميـزان محاسـبات                    

درستي مطالب ارائه شـده در مـورد ميـزان حـد            . لازم در مدل دوم تقريبا برابر با مدل اول مي باشد          
  .   بررسي نمود )4(و ) 3(جداول ه ازرزرو دوره بعد را مي توان با استفاد

  ساير روابط-4-2-2
روابط ديگري كه مي توان بر اساس مثالهاي ارائه شـده در مـورد ميـزان حـد رزرو دوره بعـد يعنـي                        

  :  به آن دست يافت، به صورت زير قابل ارائه مي باشندbمقدار
زان موجودي، ميزان حد رزرو دوره بعد غيـر       در يك دوره معين قيمت گذاري با افزايش مي        «

  و نيز،» .نزولي خواهد بود
در يك موجودي معين با كم شدن مدت زمان باقيمانده تا انتهاي بازه فروش در صـورتيكه     «

  ».قيمت بهينه ثابت بماند و يا افزايش يابد، ميزان حد رزرو آن دوره غير صعودي خواهد بود
 برقراري فرضهاي مربوط به تقعـر تـابع هـدف و يكنـواختي              روابط بالا را مي توان در صورت      

مي توان چگونگي صدق روابط بالا را در مورد مثال عددي ارائـه             ) 4(در جدول   . موجودي اثبات نمود  
  .شده ملاحظه نمود

  
 ابهاي بهينه در مدلهاي ارائه شدهرابطه جو -4

حصول از آنها مي توان رابطه زير در مورد دو مدل ارائه شده و رابطه بيشينه اميد رياضي سود قابل 
  :را بيان داشت

اميد رياضي سود در مدل اول كمتر از مدل دوم و اميد رياضي هردو مدل ارائه شده نيز « 
  ».كمتر از مدل قيمت گذاري پوياي پيوسته مي باشد

در مدل دوم در صورتيكه حـد رزرو را در          . درستي رابطه بالا را به راحتي مي توان نشان داد         
برابر با صفر قرار دهيم اميد رياضي سود حاصل از مدل دوم برابر با اميد رياضي حاصـل از                     مرحله هر

از . شود در نتيجه از مدل دوم مي توان سودي حداقل برابـر بـا مـدل اول بدسـت آورد                    مدل اول مي  
سوي ديگر هر سياست قيمت گذاري در مـدل دوم مـي توانـد سياسـتي در قيمـت گـذاري پويـاي                       

 باشد در نتيجه بيشينه اميد رياضي سود حاصل از اين مدل حداقل برابر بـا سـود حاصـل از                     پيوسته
مي توان ادعا نمود كه رابطه بالا بين مقادير بيشينه اميد رياضي سـود               در نتيجه . مدل دوم مي باشد   



 

 13

حاصل از مدلهاي ارائه شده و مدل قيمت گذاري پوياي پيوسـته بـه عنـوان يـك مـدل بـنچ مـارك                    
  .، برقرار مي باشدمناسب

   هزينه هاي فرصت در هر دوره در مدل دوم-3جدول
 

       دوره
  6  5  4  3  2  1هزينه فرصت 

1V∆ 14.786 21.619 23.393 24.51 25.036 25.287 

2V∆ 8.118 16.675 21.303 22.406 22.719 22.884 

3V∆ 4.342 12.841 18.035 21.337 22.173 22.428 

4V∆ 1.708 10.167 14.583 18.726 20.348 20.984 

5V∆ 0.72 6.509 12.636 15.995 17.936 18.834 

6V∆ 0.317 5.414 10.912 13.629 15.458 16.422 

7V∆ 0.093 3.304 8.312 12.879 13.809 14.513 

8V∆ 0.024 1.8 6.208 11.106 12.95 13.478 

9V∆ 0.006 0.905 5.515 9.069 11.359 12.305 

10V∆ 0.001 0.69 3.802 7.279 9.559 10.682 

11V∆ 0 0.405 2.495 6.208 7.947 9.026 

12V∆ 0 0.183 1.575 5.255 6.681 7.576 

13V∆ 0 0.078 0.965 3.911 5.892 6.582 

14V∆ 0 0.031 0.761 2.795 4.694 5.638 

15V∆ 0 0.012 0.532 1.939 3.578 4.531 

16V∆ 0 0.004 0.305 1.324 2.618 3.481 

17V∆ 0 0.002 0.166 0.895 1.856 2.572 

18V∆ 0 0 0.086 0.791 1.325 1.857 

19V∆ 0 0 0.042 0.545 0.967 1.339 

20V∆ 0 0 0.02 0.349 0.796 1.01 

  
   جوابهاي بهينه دو مدل نسبت به هم- 4-1

. در ابتدا به بررسي اميد رياضي بيشينه سود حاصل از اين دو مدل نسبت به هم پرداخته مي شود
ثالهاي عددي حل شده توسط هر كدام از دو مدل، با توجه به بررسي هاي انجام شده با كمك م

همانطور كه در بالا نيز به آن اشاره شد، سود حاصل از مدل دوم، يعني فروش با در نظر گرفتن حد 
رزرو براي دوره بعد، بيشتر از سود حاصل از مدل اول مي باشد اما نكته جالب توجه اين مطلب مي 

اصل از به كارگيري مدل دوم نسبت به مدل اول مقدار باشد كه درصد افزايش اميد رياضي سود ح
.  درصد مي رسد0,1كمي مي باشد به گونه اي كه اين درصد در مورد مثال ارائه شده حد اكثر به 
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اين مقدار نيز ) همانند خطوط هوايي(البته در برخي از صنايع كه داراي حاشيه سود كمي مي باشند
  البته از طرف ديگر در مدل دوم بايستي يك كنترل . ددمي تواند مقدار قابل توجهي محسوب گر

   حدود رزرو در هر بازه به ازاي هر مقدار از موجودي در مدل دوم- 4جدول
  

دوره      
 6 5 4 3 2موحودي   

1 0 0 0 0 0 

2 0 0 0 1 1 

3 0 0 0 1 1 

4 0 0 0 1 1 

5 0 1 0 1 1 

6 0 1 0 1 1 

7 0 1 2 1 1 

8 0 1 2 3 4 

9 0 1 2 3 4 

10 1 1 2 3 4 

11 1 1 3 3 4 

12 1 1 3 4 4 

13 1 1 3 4 5 

14 1 2 3 4 5 

15 1 2 3 4 5 

16 1 2 3 4 5 

17 1 2 3 4 5 

18 1 2 4 4 5 

19 1 2 4 4 5 

20 1 2 4 5 5 
 

  
) 5(جـدول . نسبت بـه مـدل اول اعمـال شـود         ) كنترل تعداد قابل عرضه در هر دوره      (بيشتر

 حاصل از مدل دوم نسبت به مدل اول در مورد مثـال ارائـه               نشان دهنده درصد اختلاف جواب بهينه     
   .شده مي باشد

   به مدل قيمت گذاري پوياي پيوستهجوابهاي بهينه دو مدل نسبت - 4-2
با توجه به مثالهاي بررسي شده مي توان انتظار داشت كه در بيشتر موارد با در نظر گـرفتن پـنج تـا           

كه فروشنده با به كار بردن اين دو مدل نـسبت بـه مـدل               ده بار بازنگري در قيمتها درصد سودي را         
به عنوان نمونه در مثـال  . قيمت گذاري پوياي پيوسته از دست مي دهد، حداكثر به يك درصد برسد       

ارائه شده با در نظر گرفتن شش بار بازنگري در قيمتها مي توان حداكثر سـود از دسـت رفتـه را بـه                     
  . نشان داده شده است)6(اين مطلب در جدول. رساندحصول يك درصد اميد رياضي سود قابل 



 

 15

   نكته ديگري كه در اينجا مي توان به آن اشاره نمود چگونگي انتخاب زمانهاي بازنگري
  

  م درصد اختلاف جوابهاي بهينه در مدل اول نسبت به مدل دو-5جدول
  

  موجودي       
 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2دوره   

1 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 

2 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.01% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 

3 0.00% 0.00% 0.05% 0.04% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 

4 0.00% 0.00% 0.05% 0.05% 0.02% 0.01% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 

5 0.08% 0.00% 0.03% 0.05% 0.03% 0.02% 0.01% 0.00% 0.00% 0.00% 

6 0.09% 0.01% 0.03% 0.05% 0.03% 0.02% 0.01% 0.01% 0.00% 0.00% 

 

ل دوم نسبت به مدل قيمت گذاري پوياي  درصد اختلاف جوابهاي بهينه در مد-6جدول 
 پيوسته

  
 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2موجودي ابتداي دوره

متوسط سود در مدل
قيمت گذاري پوياي 

پيوسته 
48.17 91.58 126.84 154.83 177.82 194.42 206.64 214.65 219.08 221.43 

متوسط سود در مدل
 221.84 219.6 215.4 207.81 195.9 179.24 156.36 127.85 91.98 48.53قيمت گذاري دوم 

 0.409 0.515 0.745 1.172 1.485 1.426 1.531 1.012 0.401 0.356تفاضل 

 %0.18 %0.23 %0.35 %0.56 %0.76 %0.80 %0.98 %0.79 %0.44 %0.73درصد تفاضل 

 
 5 درصد بهبود جواب بهينه در مدل دوم با بكار بردن بازه هايي با متوسط - 7جدول 

 مشتري
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 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2موجودي اوليه 

اميد رياضي سود 
  48.184 91.625 126.96 154.87 178.02 194.64 206.81 214.77 219.16 221.46 

تفاضل با مثال حل 
 0.04 0.09 0.12 0.17 0.23 0.21 0.05 0.13 0.04 0.01شده با مدل دوم 

درصد تفاضل با مثال 
 %0.02 %0.04 %0.06 %0.08 %0.12 %0.12 %0.03 %0.10 %0.05 %0.03حل شده با مدل دوم 

 
  

 را معين مي در برخي از موارد فروشندگان از قبل زمانهاي تغيير قيمتها. مي باشدقيمتها 
فروشگاهها قيمتها پس از سپري شدن نيمي از بازه فروش مورد نمايند به طور مثال در برخي از 

برخي از فروشندگان نيز علاقه دارند كه بازنگري در قيمتها را در ابتداي هر . بازنگري قرار مي گيرند
 تعداد بازنگري را معين مي از سوي ديگر برخي از فروشندگان تنها. روز، هفته و يا ماه انجام دهند

زمانهاي بازنگري مي تواند در ميزان سود مورد انتظار مثر ب در اين حالت چگونگي انتخا. نمايند
با توجه به بررسي هاي انجام شده اگر بازه هاي بررسي به گونه اي باشند كه در هر كدام از . باشد

 برابر باشد مي توان انظار داشت كه اين بازه ها متوسط مشتريان وارد شونده براي دريافت كالا
در مورد مثال ارائه شده ) 7(در جدول اين امر را مي توان. متوسط سود بيشتري حاصل گردد

خريد كالا مراجعه مي نمايد، ملاحظه   مشتري براي5هنگاميكه در هر بازه بازنگري به طور متوسط 
صد مي باشد كه با توجه با حداكثر  در0,12 بيشترين مقدار بهبود جواب بهينه در حدود .نمود

 درصدي جواب بهينه در مدل دوم با مدل قيمت گذاري پيوسته پويا درصد قابل توجهي 1اختلاف 
 .مي باشد

حال در انتهاي مطالب ارائه شده قصد داريم تا با استفاده از قـضيه اي كـه ارائـه مـي شـود                       
ن قيمت بهينه انتخاب گردند را شناسـايي و         تعدادي از قيمتهايي كه به هيچ وجه نمي توانند به عنوا          

با حذف آنها از مجموعه قيمتهاي ارائه كالا، حجم محاسبات لازم براي تعيين سياست بهينـه قيمـت              
  .در اين راستا بايستي ابتدا لم زير اثبات گردد. گذاري را كاهش دهيم

  :Iلم 
پواسان پواسان باشد به در قيمت گذاري پويا در صورتيكه فرآيند حاكم بر رسيدن مشتريان 

گونه اي كه توزيع تعداد مشترياني كه براي خريد كالا مراجعه مي نمايند، توزيع پواسان نامتجانس 
)( برابرtباشد و قيمت رزرو هر مشتري نيز در لحظه pFt1 باشد آنگاه قيمتpزاي  در صورتيكه به ا

 t اي يافت شود كه در شرايط زير صدق نمايد هرگز به عنوان قيمت بهينه در لحظه2pآن قيمت
  .انتخاب نمي شود

21                                                                                              :الف pp ≤  
)1)(()1)((             :ب 2211 pFppFp tt −≤−
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  :اثبات
  :توابع هدف به ازاي دو قيمت ارائه شده در نظر گرفته مي شود

)())(1(1())1(())(1(),( 111111 cVpFcVppFpcV ttttttt −− ×−−+−+×−= λλ

)())(1(1())1(())(1(),( 121222 cVpFcVppFpcV ttttttt −− ×−−+−+×−= λλ  
   تفاضل اين دو تابع هدف به صورت زير

))(1())(1((
))()()(())()()(1(

),(),(

1122

121211

12

pFppFp
pFpFcVpFpFcV

pcVpcV

ttt

tttttttt

tt

−−−
+−+−−

=−=∆

−−

λ
λλ  

  : مي باشد، با توجه به خواص تابع قيمت رزرو
)()( 12 pFpF tt ≥  

  :از سوي ديگر
)1()( −≥ cVcV tt  

) ب(در نتيجه مجموع جملات اول و دوم در رابطه بالا مثبت مي گردد و با توجه به فرض 
 هميشه مثبت مي ∆در نتيجه. نيز مي توان مثبت بودن جمله سوم را در رابطه بالا اثبات نمود

  :باشد، بنابر اين
),(),( 12 pcVpcVt ≥  

  . هيچگاه به عنوان قيمت بهينه انتخاب نمي گردد1pدرنتيجه
  :حال مي توان در مورد مدل اول نتيجه زير بيان نمود

  
   :Iنتيجه

)(ي دوره اي بدون حد رزرو در صورتيكه تابع توزيع قيمت رزروراذدر مدل قيمت گ pFt 
 و نيز فرآيند ورود مشتريان شرايط 2p و1pازبيني ثابت باشد و براي دو قيمتدر طول هر بازه ب

  . نمي تواند هيچگاه به عنوان قيمت بهينه انتخاب گردد1p برقرار باشد آنگاه قيمتIارائه شده در لم 
  :اثبات

 بازه كوچك به گونه اي nاين بازه را به.  ام قيمت گذاري در نظر گرفته مي شودiبازه
حال . تقسيم مي نمائيم كه در هر بازه تنها احتمال ورود يك و يا صفر مشتري وجود داشته باشد

گونه بازه هاي كوچك قيمت گذاري و دوره  ام نشان دهنده آخرين بازه از اين iدوره قيمت گذاري
+−1قيمت گذاري niنيز نشان دهنده اولين دوره قيمت گذاري از اين بازه هاي كوچك مي باشد  .
  : ام iحال در دوره

)())(1(1())1(())(1(),( 111111 cVpFcVppFpcV iiiiiii −− ×−−+−+×−= λλ  
)())(1(1())1(())(1(),( 121222 cVpFcVppFpcV iiiiiii −− ×−−+−+×−= λλ  

 نمي تواند در اين بازه قيمت بهينه 1p ارائه شده، قيمتIكه در اين روابط با توجه به لم 
  :باشد و خواهيم داشت
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),(),( 21 pcVpcV ii ≤  
+−1 تاiحال فرض مي نمائيم كه براي دوره هاي قيمت گذاري ki نيز رابطه بالا برقرار 

ikحال براي دوره. باشد   : ام +
  

),())(1(1()),1(())(1(),( 11111111 pcVpFpcVppFpcV kiikikiikiki −++−+++ ×−−+−+×−= λλ
),())(1(1()),1(())(1(),( 21221222 pcVpFpcVppFpcV kiikikiikiki −++−+++ ×−−+−+×−= λλ

  
  :حال با توجه به روابط زير كه با توجه به فرض استقرا بر قرار مي باشند

),(),( 2111 pcVpcV kiki −+−+ ≤  
),1(),1( 2111 pcVpcV kiki −≤− −+−+  

  :حال با توجه به روابط بالا رابطه زير برقرار مي باشد
),())(1(1()),1(())(1(),( 21121111 pcVpFpcVppFpcV kiikikiikiki −++−+++ ×−−+−+×−≤ λλ
  

  :در نتيجه

))(1())(1((
))()()(,())()()(,1(

),(),(

1122

12212121

12

pFppFp
pFpFpcVpFpFpcV

pcVpcV

iiki

iikikiiikiki

kiki

−−−
+−+−−

≥−=∆

+

−++−++

++

λ
λλ  

 مقداري غير منفي خواهد داشت بنابراين مي توان ادعا نمود ∆كه با توجه به لم ارائه شده
ه به طور متوسط  صورت گيرد سود حاصل1p ام در صورتيكه فروش با قيمتiكه در طول بازه

  . عرضه گردد2pبيشتر از حالتي است كه كالا با قيمت
  

  نتيجه گيري -5
در دو مدلي كه ارائه گرديد قيمت گذاري هاي دوره اي با در دست داشتن مجموعه قيمتهاي از قبل 

ته شده بود در مدل اول حدي بر ميزان فروش در هر دوره در نظر گرف. تعيين شده صورت پذيرفت
با توجه به بررسي هاي . يابداما در مدل دوم فروش در هر دوره تا اتمام موجودي مي توانست ادامه 

نكته جالب توجه در . عددي صورت گرفته تفاوت اميد رياضي دو مدل ارائه شده ناچيز مي باشد
 داشتن مثال ارائه شده تنها  كه براي كنترل فروش در مورداستمورد مدل اول اين مطلب 

در مورد مدل دوم علاوه .  و بنابراين فرآيند فروش به سادگي كنترل خواهد شداستكافي ) 2(جدول
نيز مي باشد چرا كه بايستي تعداد كالاي قابل عرضه در هر ) 4(نياز به داشتن جدول) 2(بر جدول

يز مشاهده مي همانطور كه در مثال ارائه شده ن. بازه نيز براي رسيدن به سود بهينه كنترل گردد
 درصد 0,1در بالاترين مقدار خود به شود درصد بهبود جواب بهينه مدل دوم نسبت به مدل اول 

مي رسد كه رقمي ناچيز محسوب مي شود، بنابراين فروشنده مي تواند بنا به سياستهاي خود از 
  .مدل اول كه نياز به كنترل كمتري دارد و يا از مدل دوم استفاده نمايد

  :ي توسعه در مطالب ارائه شده در اين مقاله را مي توان به صورت زير بيان نمودزمينه ها
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در نظر گرفتن فرآيند يادگيري و به روز رساني نرخ ورود مشتريان و نيز تابع توزيع قيمت  - 1
  .رزرو با توجه به رفتار مشاهده شده از مشتريان

 .در نظر گرفتن امكان لغو خريد صورت گرفته - 2
 .ينه هاي تغيير قيمت در مدلهاي ارائه شدهدر نظر گرفتن هز - 3
 .بررسي امكان تجديد موجودي در طول بازه فروش - 4
تحقيق در مورد تقعر ساير توابع توزيع تعداد مشتريان و بسط خصوصيات بهينگي ارائه شده  - 5

  .در اين مدل
 كه مسئله رقابت مابين فروشندگان يك كالا اين مطلب ضروري مي نمايدوري آدر انتها ياد

در مدلهاي ارائه شده مد نظر قرار نگرفته است و وارد نمودن اين موضوع در مدلهاي ارائه شده مي 
  .تواند بسيار مفيد باشد
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