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  هاي كليدي واژه
  ريزي خطي فازيهاي فازي، برنامه ، مجموعه)DEA(هاتحليل پوششي داده

  چكيده
اي از مدل مذكور شامل مجموعه. آوردمي فراهمگيري كارايي، و اندازهتحليل پوششي داده ها، يك چارچوب تئوريك را براي تحليل عملكرد 

كارايي كند و آنگاه به ارزيابي  و اندازه گيري  مي هاي مشاهده شده بنادهرا  با استفاده از دا ريزي خطي است كه مرز كاراهاي برنامه تكنيك
گيري كارايي هاي مرسوم در نظريه اقتصاد خرد، در اندازه برخلاف بسياري از مدلها تحليل پوششي دادهمدل . پردازدواحد تصميم ساز مي

در اين . و خدمات نيازي نداردها اطلاعات مربوط به قيمت كالا اينكه به مضافاً. تواند شامل چندين ورودي و چندين خروجي باشد مي
هاي مساله، شامل مقادير قطعي است و اين درحالي است كه اين فرض در بسياري خصوص فرضيه نهفته در مدل اصلي اينست كه داده

  .ها فازي و غير دقيق هستندموارد مخدوش است و داده
ايده اصلي بر مبناي .  اعداد مثلثي به همراه روش حل آن ارائه خواهد شدها بايل پوششي داده از مدل تحلBCCدر اين مقاله نسخه فازي 

 در اين رهگذر، مساله به يك برنامه. گيري از روش برش آلفا قرار داردريزي خطي قطعي با بهره به مساله برنامهBCCتبديل مدل فازي 
ها شود كه نه فقط محدوديت فواصل متغيري در اين فاصله تعريف مي،اي مقايسهدر روش پيشنهادي بج. اي تبديل خواهد شدريزي فاصله
   .نمايدكند بلكه در عين حال مقدار كارايي را  نيز بيشينه ميرا ارضاء مي
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  مقدمه
مدل مذكور شامل مجموعه اي از تكنيك . ي آورد تحليل پوششي داده ها، در واقع يك چارچوب تئوريك را براي تحليل عملكرد فراهم م

گيري واحد  كند و آنگاه به ارزيابي و اندازه مي را  با استفاده از داده هاي مشاهده شده بنا1هاي برنامه ريزي خطي است كه مرز كارا
 گيري كارايي مي تواند شامل  برخلاف بسياري از مدل هاي مرسوم در نظريه اقتصاد خرد، در اندازهDEAمدل . پردازد  مي2ساز تصميم

در اين خصوص فرضيه نهفته .  اينكه به اطلاعات مربوط به قيمت كالا و خدمات نيازي نداردمضافاً. چندين ورودي و چندين خروجي باشد
وش  اينست كه داده هاي مساله، شامل مقادير قطعي است و اين درحالي است كه اين فرض در بسياري موارد مخدDEAدر مدل اصلي 

  .است و داده ها فازي و غير دقيق هستند
 اولين نفري بود Sengupta. در اين بين، محققين اندكي به اعمال نظريه مجموعه هاي فازي در اندازه گيري و ارزيابي كارايي پرداخته اند

وي در مقاله . ]1[ ارضاء نمي شوندكه رويكرد برنامه ريزي فازي را ارائه داد كه در آن محدوديت ها و همچنين تابع هدف به صورتي قطعي
در اين مقاله دو نسخه از برنامه ريزي فازي، درقالب مدل .  با چندين ورودي و يك خروجي را مورد ملاحظه قراردادDEAخود، مدل 

DEAقض در مدل پيشنهادي، سطوح ن. اول از تابع عضويت خطي استفاده شده و ديگر از تابع عضويت غير خطي.  مدنظر قرار گرفت
  .محدوديت ها و تابع هدف مقادير معلومي فرض مي شوند كه اين فرض در بسياري موارد عملي نيست

  Seaver و Triantis 3 رويكرد خوشه بنديK2[ ميانه را به عنوان ابزاري براي تعيين رفتار كارايي حدي و يا غير معمول را ارائه دادند[ .
Cooper, Park & Yu مدلDEA در روش پيشنهادي آنان، از تركيبي از داده هاي غير دقيق با . ط و توسعه دادند غير دقيق را بس

  .]3[حدود معلوم و داده هاي دقيق استفاده شده است
Gua  & Tanaka مدل فازي DEAدر مقاله ياد شده پس از . آنها داده ها را به عنوان اعداد مثلثي فازي در نظر گرفتند.  را ارائه دادند

آنها . روش برش آلفا و مقايسه فواصل از يك جفت برنامه ريزي خطي براي ارزيابي كارايي واحد تحت بررسي استفاده كردندبهره گيري از 
  . ]4[ را بسط دادندDEA  و تحليل رگرسيون مدل فازي DEAهمچنين با بهره گيري از ارتباط بين مدل 

 پس از برش آلفاي محدوديت ها و تابع هدف آنها را به فواصل قطعي CCRي معمارياني و ساعتي در مقاله اي كه ارائه دادند، در نسخه فاز
  . ]5[آنها همچنين با روشي بديل، اقدام به رتبه بندي واحد هاي كارا پرداختند. تبديل و مدل را حل كردند

Despotis  &  Smirlisآنگاه متغيري را در بازه مذكور به . د در مقاله خود از داده هايي كه داراي كران بالا و پايين هستند استفاده كردن
 مدل مذكور به نوع غير CCRبا وارد كردن اين متغير در مدل استاندارد . عنوان سطح مصرفي ورودي و ميزان خروجي در نظر گرفتند

از دو نوع فرمولاسيون در نهايت با استفاده . آنها براي تبديل مدل غير خطي به خطي، از تغيير متغير استفاده كردند. خطي تبديل مي شود
  .]6[براي اندازه كارايي حدود بالا و پايين را محاسبه كردند

Zhu مدل CCRبا لحاظ كردن اين گونه داده ها مدل خطي .  فازي را با داده هاي كراندار، رتبه اي و كراندار نسبي مورد توجه قرار داد
CCRنخست تبديل . خطي در اين مقاله از دو نوع رويكرد استفاده مي شودبراي تبديل مدل غير خطي به .  به غير خطي تبديل  مي شود

  .]7[وي در نهايت از فرمولاسيون پيشنهادي خود در محاسبه كارايي مجموعه اي از مراكز مخابراتي استفاده كرد. مقياس و دوم تغيير متغير
 در تحليل پوششي داده هاست كه در آن مقادير داده BCCهدف ما دراين مقاله، در واقع تسري كاربرد برنامه ريزي رياضي فازي به مدل 

در روش .  ارائه و روشي براي حل آن ارائه خواهد شدBCCبراي انجام اين كار، نسخه فازي . ها شامل تركيبي از مقادير دقيق و فازي است
  .ي تبديل مي شوندپيشنهادي، پس از تعيين برش الفاي تابع هدف و محدوديتها، اعداد فازي مثلثي به فواصل قطع

 كه در ان از روش برش آلفا استفاده مي شود جواب را از طريق 4در بسياري  از روش هاي موجود براي برنامه ريزي امكانپذيري خطي
  ].14و13و12و11و10و9و8[مقايسه سمت چپ و راست محدوديت ها بدست مي آورند

 در برخي ازاين روش ها، كه در واقع ساده ترين آنهاست فقط نقاط انتهايي . متدلوژي هاي متفاوتي براي مقايسه فواصل پيشنهاد شده است
  .در اين گونه روش ها بسياري از اطلاعات نديد گرفته مي شود. بازه مورد توجه قرار مي گيرد

                                                 
1 - Efficient Frontier 

2 - Decision Making Unit (DMU) 

3 - K_means Clustering 

4 - Possibilistic Linear Programming 
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به عنوان متغير در در مقاله خودشان ايده جديدي ارائه دادند كه در طي آن، نقطه اي در بازه مفروض  معمارياني،ساعتي و جهانشاه لو
  .]5[نظرگرفته اند كه در عين اينكه محدوديت ها را ارضاء مي كند تواما تابع هدف را نيز بهينه مي كند

 كار چنداني صورت نگرفته است و BCCدر زمينه مدل فازي .  پرداخته شده استCCRتاكنون  تنها به مقاله هاي در زمينه نسخه فازي 
دراين مقاله از برنامه ريزي .  استkao & Lioبه تنها مقاله اي كه مي توان اشاره كرد مقاله . بوده استحتي كارهاي انجام شده كمتر 

  . ]15[ استفاده كردندBCCپارامتري براي استخراج تابع عضويت اندازه گيري كارايي در مدل فازي 
 به تحليل مدل پيشنهادي پرداخته 3در بخش . ازيم فازي مي پردBCC به بسط و توسعه مدل 2در بخش : ادامه مقاله به قرار ذيل است

 از يك مثال عددي براي تبيين مفاهيم بخش 5در بخش .  به وضعيت بازده نسبت به مقياس واحدها پرداخته مي شود4در بخش . مي شود
  . به نتيجه گيري و تحقيقات آتي خواهيم پرداخت6در نهايت در بخش .  بهره گيري مي شود5 و 4هاي 

  
  BCCل فازي  مد-1

 خروجي متفاوت s ورودي متفاوت را براي توليد m مقادير متغيري از DMUهر .  داريم كه بايد ارزيابي شوندn ، DMUفرض كنيد كه 
)ijx )m,...,1i به اندازه jDMUدر اين خصوص . استفاده مي كند )s,...,1r( ورودي مصرف مي كند و= = rjy خروجي  
)ipx)m,...,1iدر فرموله كردن مساله، . توليد مي كند )s,...,1r( و= = rpy بترتيب مقاديرقطعي و نامنفي بردارهاي ورودي و 

  . استpDMUخروجي 
  :به قرار ذيل است BCCبراي مدل ) با ماهيت ورودي(فرمولاسيون مدل اوليه و دوگان 
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ه جهت فقدان اطلاعات و وجود داده هاي غير دقيق و فازي رياضيات دقيق ديگر نمي تواند پاسخگوي سيستم هاي پيچيده از اين عموما ب

بنابراين، يك رويكرد . دراين ارتباط دردنياي واقعي تصميم گيري ها اغلب بر پايه هردو نوع داده هاي كمي وكيفي قرار دارد. دست باشد
 با داده هاي IDBCCمدل . كه بر اينگونه مسائل انطباق داشته باشد و بتواند راه حلي را در پيش روي ما قراردهدفازي را ايجاب مي كند 

  :فازي را مي توان به صورت ذيل بيان كرد
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در اين ارتباط فرض مي شودكه ورودي و . داد فازي، اعداد مثلثي فازي داراي اهميت بيشتري نسبت به بقيه استدر بين انواع مختلف اع
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11lكه درآن  11u و ≥ روش هاي زيادي براي حل . يك مدل برنامه ريزي امكان پذيري خطي است) 4(مدل .  اعداد حقيقي هستند≤
همچنين . ل در هردو طرف محدوديتها باهم مقايسه مي شونددراغلب اين روش ها براي حل، بااستفاده از برش آلفا، فواص. آن وجود دارد

در اين مقاله بجاي مقايسه فواصل، متغيري در هر فاصله تعريف مي شود كه در . روش هاي زيادي براي مقايسه فواصل ارائه گشته است
 ارائه خواهد BCCروش حل مدل فازي در بخش بعد . عين اينكه محدوديت ها را رعايت مي كند در همان زمان تابع هدف را بهينه نمايد

  .شد
  روش پيشنهادي-3

  :به شكل ذيل در مي آيد) 4(بعد از اعمال برش آلفا در تابع هدف و محدوديت ها، مدل 
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ايده هاي . وش هاي معمول حل نمودمشهود است تمامي ضرايب برحسب فاصله بيان شده اند و لذا نمي توان آن را ازر) 5(چنانچه در مدل 
در اين بخش بجاي مقايسه فواصل، يك . دراغلب آنها مقايسه فواصل ايده اصلي را تشكيل مي دهد. وجود دارد) 5(بسياري براي حل مدل 
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  .مي توان از تغييرمتغير ذيل استفاده كرد) 6(براي خطي كردن مدل . يك مدل غيرخطي است) 6(مدل 
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لازم بذكر است كه در اينجا .  انعكاس دهنده كارايي واحد تحت بررسي استIDBCCنظير تابع هدف مدل ) 7(تابع هدف مدل 

)s,...,1r(,y rp   : نماينده متغيرهايي است كه به فاصله ذيل تعلق دارد=
)s,...,1r(],y)1(y,y)1(y[u u

rp
m
rp

l
rp

m
rpr =α−+αα−+α   

s,...,1r(,y(مقادير بهينه اين متغير ها، . براين ارزش كارايي نيز برحسب فاصله خواهد بودبنا rp  ، در عين اينكه همه محدوديت ها را =
  . را نيز بدست مي دهدpDMUرعايت مي كند در همان زمان مجموع اين متغير ها اندازه كارايي 

*1w. كارا خواهد بود اگر pDMU : 1قضيه 
p =  

  :را در نظر بگيريد) 7(محدوديت دوم از مدل 

)8                                                     (         0uxy 0

m

1i
ip

s

1r
ip ≤−−∑∑

==

  

11uاگر  φ باشد، در اين صورت برخي از DMUاز . لذا حد بالاي آن بايد برابر يك باشد. ست خواهند يافت ها به كارايي بيش از يك د
  :را بصورت ذيل بازنويسي مي كنيم) 7(سوي ديگر محدوديت آخر مدل 

)                 9                                                                      (1L1)1( l ≤≤α−+α    
معادل با ) 7(بنابراين مي توان مدل .  خواهد شدL=1محدوديت آخر زائد بوده و )  9(و ) 8(وروابط ) 7(ديت حال با توجه به اولين محدو

  :برنامه ريزي رياضي ذيل دانست
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را ) 4(بنابراين مدل برنامه ريزي خطي فازي . له است پارامتر مساα∋)1,0[مدل اخير معادل برنامه ريزي پارامتري خواهد بود كه درآن 
بنابراين .  يك جواب بهينه خواهيم داشتαلازم بذكر است كه به ازاي هر . تبديل كرديم) 10(به برنامه ريزي پارامتري قطعي در مدل 

آورده ) 10( تحليل مدل 4در بخش . تلف براي مرجع تصميم گيري فراهم آورد هاي مخα∋)1,0[مي توان جدولي از جوابها را به ازاي 
  .شده است

  
  تحليل مدل پيشنهادي-4

  :مساله دوگان عبارت است از. لازم است كه ابتدا فرمولاسيون مساله دوگان آن نوشته شود) 10(براي مطالعه مدل 
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∑
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∑
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پس . شود، باشد و نيز آنچه كه از اين ضرايب به عنوان مجموعه مرجع مشخص ميλ بايد در واقع انعكاس دهنده رفتار ضرايب ) 11(مدل 
ه پذير و قابل پيش بيني بوده و  توجيكاملاً ، درست مانند حالت قطعي،λاز مطالعه مدل فوق اين نتيجه حاصل شده است كه رفتار ضرايب 

در مواردي پيش مي آيد كه به ازاي برخي . درست همان رسالتي را كه در حالت قطعي ايفا مي كند در اينجا نيز به خوبي به انجام مي رساند
ن متصور شد قرار نگرفته فقط باآن ها كارا مي شوند اما به طور كامل برروي مرزكارايي كه مي تواDMU ، برخي از α∋)1,0[مقادير 

  .تحت مطالعه مثبت نخواهد شد و جزء مجموعه مرجع معرفي نمي شودDMU مربوط به آن در ارتباط با λتلاقي دارند ، دراينجا ضريب 

)11(  
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حد ( ه بهترين وضعيت آن واحد  خاص هميشDMUبرمي آيد اينست كه در ارزيابي يك ) 11(و ) 10(ديگر آنكه آنچه كه از هردو مدل 
هاي متعلق به مجموعه مرجع DMUحد بالاي ورودي و حد پايين خروجي (با بدترين قسمت مرز كارا ) پايين ورودي و حد بالاي خروجي

  .دراين ارتباط قيودي به قرار ذيل را مي توان از مساله حذف كرد. مقايسه مي شود)
  د تحت بررسي قيود مربوط به حد بالاي ورودي واح-الف
   قيود مربوط به حد پايين خروجي واحد تحت بررسي-ب
   قيود مربوط به حد پايين ورودي مرز كارا-ج
   قيود مربوط به حد بالاي خروجي مرز كارا-د

  :را مي توان به صورت ذيل باز نويسي كرد)  10(با حذف قيود بالا مدل 
  

i.r,                                                         0v,u                          

       0u)x)1(x(v)y)1(y(u

pj       0u)x)1(x(v)y)1(y(u

1)x)1(x(v

:.t.s

u)y)1(y(uw  Max

ir

0

m

1i

u
ip

m
ipi

s

1r

l
ip

m
rpr

0
u
ij

m
ij

m

1i
r

l
ij

m
rj

s

1r
r

l
ip

m
ip

m

1i
i

0
u
rp

m
rp

s

1r
r

∀≥

≤−α−+α−α−+α

≠∀≤−α−+α−α−+α

=α−+α

−α−+α=

∑∑

∑∑

∑

∑

==

==

=

=

  

  
. است كه در آن با حذف محدوديتها ابعاد مساله كوچكتر و لذا سرعت محاسبات افزايش خواهد يافت) 10( مدل مدل تقليل يافته) 12(مدل

در اين صورت با وضعيتي مشابه وجود متغير هاي .  تحت مطالعه با مرز كاراي ضعيف مقايسه مي شودDMUدر مواردي پيش مي آيد كه 
Slackدر محاسبه كارايي استفاده نماييم، در صورتي كه از ) 12( دوگان مدل لذا چنانچه از.  در مدل قطعي مواجه هستيمDMU با مرز 

مساله دوگان . مربوط به محدوديت ها ميسر استSlack    كاراي ضعيف مقايسه شود، اثبات و مشاهده آن به خوبي از روي متغير هاي 
  :به قرار ذيل است) 12(مدل 
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با اين .  ياد كردDMUمي توان از اين فرمولاسيون به عنوان حد بالايي براي اندازه كارايي هر ) 12(با در نظر گرفتن مدل در نهايت  
حد  (DMUوصف، مشابه با تعابيري نظير آنچه در بالا آمد حد پايين اندازه كارايي را مي توان به شكل ذيل از مقايسه بدترين وضعيت 

هاي متعلق به مجموعه DMU حد پايين ورودي و حد بالاي خروجي(با بهترين وضعيت مرز كارا ) روجيبالاي ورودي و حد پايين خ
  .بدست آورد) مرجع

)12(  
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  يك مثال عددي-6
مقادير ورودي و .  مي كند را در نظر بگيريد كه هر كدام دو ورودي فازي را براي توليد دو خروجي فازي، مصرفDMU پنج - 1مثال 

  .ذيل آمده است) 1(ها در جدول DMUداده هاي مربوط به اين .  مطابق با اعداد مثلثي فازي استDMUخروجي هر 
  

5D  4D  3D  2D  1D  DMUs  
  )6و7و8(  )12و10و14(  )13و9و16(  )14و12و15(  )8و5و10(

1I  
125و120و131(  )38و35و39(

(  
110و107و113(  )100و95و101(

(  
  )30و29و32(

2I  

  )38و35.5و41(  )36و34.5و38(  )41و37و46(  )27و24و28(  )50و48و51(
1O  

470و470و470(
(  

404و400و406(
(  

393و387و402(
(  

400و396و405(
(  

411و409و416(
(  

2O  

  1داده هاي مثال ): 1(جدول 
  :مي باشد) 3( مطابق با جدول λضرايب ) 11(با  استفاده از مدل 

5D  4D  3D  2D  1D  α  

1.00=5λ  1.00=1λ  1.00=3λ  0.8=1λ 
0.2=5λ  1.00=1λ  0.0  

1.00=5λ  1.00=1λ  0.303=1λ 
0.697=5λ  

0.889=1λ 
0.111=5λ  1.00=1λ  0.25  

1.00=5λ  1.00=1λ  0.449=1λ 
0.551=5λ  

0.980=1λ 
0.02=5λ  1.00=1λ  0.5  

1.00=5λ  1.00=1λ  0.598=1λ 
0.402=5λ  1.00=1λ  1.00=1λ  0.75  

1.00=5λ  1.00=1λ  0.75=1λ 
0.25=5λ  1.00=1λ  1.00=1λ  1  

  1مربوط به مجموعه مرجع در مثال λضرايب): 3(جدول
  
   نتيجه گيري-6
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با لحاظ كردن داده هاي فازي در واقع مدل . با اعداد مثلثي به همراه روش حل آن ارائه شده استBCC در اين مقاله نسخه فازي مدل 
در اينجا بر اساس روش برش آلفا، روشي پيشنهاد مي شود كه در . ري تبديل خواهد شد به يك برنامه ريزي خطي امكانپذيBCCاستاندارد 

  . طي آن مساله برنامه ريزي خطي امكانپذيري به صورت يك برنامه ريزي خطي قطعي در مي آيد
پ و راست هرتساوي و درا غلب روش هاي مبتني برمتد برش آلفا، روش كار بدين منوال است كه براي حل مدل از مقايسه فاصله سمت چ

  .البته اين رويكرد بسيار ساده وگاهي صعوبت هاي محاسباتي را به همراه دارد. يا نامساوي بهره مي گيرند
درروش پپيشنهادي، فرض مي شود كه جواب به هر حال درون فاصله هاي مذكور قرار دارد لذا به ازاي هر فاصله يك متغير مناسب تعريف 

ن متغير ها به گونه اي است كه در عين اينكه محدوديت ها را ارضاء مي كند در همان زمان تابع هدف را نيز بيشينه جواب بهينه اي. مي شود
 به صورت غير خطي در مي آيد كه با يك تغيير متغير مي توان آن را به صورت BCCدر صورت استفاده از اين متغير ها مدل . مي نمايد

) حدبالاي خروجي و حد پايين ورودي( تحت مطالعه DMUعطف به اينكه هميشه بهترين وضعيت مدل مذكور نيز با . خطي تبديل كرد
مقايسه مي شود مي توان برنامه ريزي خطي )  هاي كاراDMUحد پايين خروجي ها و حد بالاي ورودي هاي (با بدترين وضعيت مرز كارا 

بديل كرد و آنچه كه به عنوان تابع هدف حاصل مي شود در واقع كران فوق الذكر را  به يك برنامه ريزي خطي قطعي با ابعاد كوچك تر ت
 و DMUاز سوي ديگر، با داشتن اين ايده، با در نظر گرفتن بدترين وضعيت . بالايي براي اندازه كارايي واحد تحت بررسي خواهد بود

  . ي مقادير مختلف آلفا بدست مي آيدبهترين  وضعيت مرز كارا كران پاييني براي اندازه كارايي واحد تحت بررسي به ازا
 وضعيت افزايشي، كاهشي و ثابت بودن 0uدر تعيين بازده نسبت به مقياس واحد هاي كارا نيز مي توان براساس كران بالا و پايين متغير 

  .آن را مشخص كرد
ه و كليه تحليل ها براساس آن صورت گرفته است و لذا با فازي گرفتن آن  ميتوان افق  به صورت قطعي در نظر گرفت0uدر اينجا متغير 

  .جديدي را فراروي مساله قرار داد
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