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  چكيده
كه حل برخي مدلهاي رياضي كوچك برنامه ريزي خطي داراي متغيرهاي مقدار صحيح آسان نيست، با توجه به اين

ما در اين مقاله نمونه اي از مسائل كوچك برنامه ريزي خطي داراي . دشواري حل مدلهاي غير خطي آن اشكارتر مي گردد
به راحتي آنها را حل كرد معرفي مي متغيرهاي مقدار صحيح را كه نمي توان به كمك نرم افزارهاي تجاري موجود  

درك . سپس يك روش شمارش ضمني كارا مبتني بر ترتيب الفبائي بردارها براي حل مسائل مذكور ارائه مي دهيم. نمائيم
و پياده سازي اين روش بسيار آسان است و در عين حال از آن براي حل مسائلي از قبيل بهينه كردن قابليت اطمينان و 

. در اين راه حل توابع مدل رياضي مي توانند خطي يا غير خطي باشند. قطعات يدكي مي توان استفاده كردتخصيص بهينه 
چون در اين روش نيازي به مشتق نيست حتي براي توابعي كه به صورت فرمول رياضي قابل بيان نيستند ولي ويژگي 

در عنوان مقاله نيز امده است اين روش در حل  مسائل همانطور كه  . مي باشدغيركاهشي بودن را دارا مي باشند نيزاستفاده
  .كوچك كاربرد دارد
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Abstract 
 
Knowing the fact that it is not an easy task to solve some small linear integer programming (LIP) 
problems then the difficulty of solving nonlinear integer programming (NIP) problems becomes more 
apparent. In this paper we introduce a sample small LIP that available commercial software can not 
solve efficiently. We then present an efficient lexicographic partial enumeration method for solving 
some small NIP problems. The method is easy to understand and implement, yet very effective in 
dealing with many small NIP problems, including reliability optimization and spare allocation 
problems. The algorithm is based on nondecreasing properties of the problem functions, and uses 
function values only; it does not require continuity or differentiability of the problem functions.  This 
allows its use on problems whose functions cannot be expressed in closed algebraic form. As the title 
indicates this method is applicable to small problems. 
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   مقدمه .1
 

بسيار دشوارتر از   . بدست اوردن جواب بهينه مسائل برنامه ريزي غيرخطي پيوسته بجز در مواردي كه مساله محدب باشد معمولا ساده نيست                  
  .آن يافتن حل بهينه مسائل برنامه ريزي غيرخطي با متغيرهاي مقدار صحيح است

ح يك راه حل ممكن عبارتـست از شـمارش كامـل نقـاط داراي مختـصات                 خيلي كوچك برنامه ريزي با متغيرهاي مقدار صحي       ئل  ابراي مس 
 آنست كه بدون اين كه الزامي به بر رسي تك تـك نقـاط                پيشنهادي هدف از ارائه اين روش    . صحيح در فضاي مربوطه و تعيين بهترين آنها       

براي تحقق اين امر نياز است .  زمان كمتري حل كنيمو امكان يابيم مسائل بزرگتري را در مذكور داشته باشيم جواب بهينه آنرا تعيين نمائيم
 . كه توابع مدل در نقاط با مختصات مقدار صحيح غيركاهشي و يا توابعي  بصورت تفاضل دو تابع غيركاهشي باشند

ش ضمني با   وش شمار يك ر  1966 در سال    ]1[براي مدلهائي كه در نقاط با مختصات مقدار صحيح تابع هدف غيركاهشي دارند، لالر و بل                 
 با بـسط روش لالـر و بـل يـك روش حـل بـراي مـساله                   1977  در سال     ]2[ساساكي و همكاران    . متغيرهاي صفر و يك را معرفي نمودند      

.   ناميدنـد  "روش جديد لالر و بل    "آنها روش خود را     . تخصيص قطعات يدكي ارائه دادند كه قابل استفاده براي مدلهاي غير صفر و يك است              
 براي ديدن برخي كاربردهـاي منتـشرشده ايـن     .وش آنها را براي بهره گيري كارا از توابع خطي مدل توسعه دادر 1983ال  در س]3[ صباغ

  . توصيه مي گردد]9-4[روش مراجع  
 مسائلي كه انها در مقاله خود حل كـرده        .  معرفي نمودند  NIP يك روش دو مرحله اي براي حل         ]10[ اسري واستاوا و فهيم      2000در سال   

)اند همگي ساده تر از مدل  )IVبراي مطالعه روشهاي غير استاندارد حل .  اين مقاله استNIP مراجعه گردد]11[ به آردل و همكاران .  
 ارائه مي دهيم كه  كليه توابـع مـدل در نقـاط بـا مختـصات مقـدار صـحيح مـي تواننـد                  حل  مسائل كوچك    براي   ما در اين مقاله روشي را     

  . غيركاهشي و يا توابعي  بصورت تفاضل دو تابع غيركاهشي باشند
 نمونه اي از مسائل كوچك برنامه ريزي خطي داراي متغيرهاي مقدار صحيح را كه نمي توان به كمك نرم افزارهاي تجاري 2ما در مثال 

 . مذكور را حل ميكنيم سپس به كمك روش ارائه شده مسائل.موجود  به راحتي آنها را حل كرد معرفي مي نمائيم
  

 

  شكل مدل .2
 

  :فرض كنيد شكل مدل مساله برنامه ريزي غيرخطي با متغيرهاي مقدار صحيح عبارتست از
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)كه در آن       )f x     ،تابع هدف  x       ،بردار متغييرهاي تـصميم  ( )ig x       تـابع محـدوديت  i   ،ام ju         حـد بـالاي متغييـر  j  ام و ib  
 . ام استiمقدار سمت راست  محدوديت 

  
  

 انگيزه شمارش ضمني .3
 

ــود   ــرض شـ ــسفـ ــحيح       برناله امـ ــدار صـ ــاي مقـ ــا متغيرهـ ــي بـ ــر خطـ ــزي غيـ ــه ريـ ــصورت  مـ ــا بـ ــدل مـ )مـ )Iــد                           . باشـ

uxمحدوديتهاي    را بـا     (hyper-cube)  يك ابـر مكعـب مـستطيل          0≥≥
1

( 1)
n

j
j

N u
=

=  نقطـه داراي مختـصات صـحيح        ∏+

)مشخص مي كنند و حلقه  )IIتمام آن نقاط را توليد مي كند .  
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خيلي كوچك برنامه ريزي با متغيرهاي مقدار صحيح يك راه حل ممكن عبارتست از شمارش كامل آن نقاط و تعيـين بهتـرين                       ئل  ابراي مس 
)ل مدمكعب مستطيل براي مثال در . آنها )III 3*2*3 18N =  وX=)2,0,1( نقطه جـواب بهينـه   18با ارزيابي اين .  است=
9)( =Xfبدست مي آيد .  

)حال فرض كنيد كه ما بخواهيم مدل         )IV      ما مي توانـد در هـر ثانيـه حـدود     اگر فرض شود رايانه شخصي     .  را با شمارش كامل حل كنيم
50uبراي .  نقطه را ارزيابي كند1،000،000 N 45,767,944,570,401 مقدار =  مـاه  17 مي باشد و شمارش كامل آن حدود  =

  .زمان مي خواهد ولي شمارش ضمني ان كمتر از يك ثانيه زمان مي برد
  . بررسي است به طوري كه  در نهايت جواب بهينه به دست ايد كاهش تعداد نقاطمنيهدف از انجام شمارش ض
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تعاريف .4
   
 :جزئي عبارتست ازترتيب صورت مختصر  يا به (the vector partial order relation )جزئي برداري ترتيب رابطه  •

, 1, ,j jx y x y j n≤ → ≤ = K  
 (Lexicographic order): يا الفبائياي ترتيب لغتنامه •

  اسـم  هـار بـراي مثـال چ    . ترتيب لغتنامه اي يك روش براي مرتب سازي يكسري داده است كه مي تواند به شكل بـرداري نيـز باشـد                     
 را با هم مقايسه مي كنيم، سعيد در      اسامي ابتدا حروف اول   . كرد  مرتب استفاده از اين روش    با   مي توان را  محمود، محمد، مسعود، سعيد     

در .  قرار دارند، بنابراين براي سه اسم باقيمانده از مقايسه حروف دوم استفاده مي كنيم           بعدي ابتداي ليست قرار مي گيرد اما بقيه در رده        
ل براي مقايسه محمود و محمد حروف سوم را مقايسه مي كنيم اما حـروف سـوم بـا    گيرد، حا  اين مقايسه مسعود در مكان دوم قرار مي       
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هم برابرند، بنابراين حرف چهارم آنها را با هم مقايسه مي كنيم كه در اين ترتيب محمد در مكان سوم و محمود در مكان چهـارم قـرار              
  .  محمود- محمد -  مسعود -سعيد  :مي گيرد، پس ترتيب مورد نظر بدين صورت ميشود

براي تعيـين ترتيـب     .  بكار مي رود   ي مقدار صحيح غير منفي       نيز ترتيب لغتنامه اي براي مرتب كردن بردارها        شمارش ضمني  بحثدر  
  .با هم مقايسه كنيم با شروع از درايه اول آنها اظر رانبردار بايد مؤلفه هاي متچند لغتنامه اي 

 .ملغتنامه اي مرتب كني ترتيب هبردارهاي زير را بفرض كنيد بخواهيم 
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بـردار از    پس ايـن دو است صفر  اول آنهامين بردار و چهارمين بردار مؤلفهدوده مي بينيم كه نمو  با هم مقايسه  رامؤلفه هاي اول  ابتدا  

، كه با مقايسه مؤلفه     كنيم  قايسه مي مرا    آنها  مؤلفه هاي سوم    آنها هاي دوم ودر صورت برابر بودن       بقيه كوچكترند، سپس به سراغ مؤلفه     

هاي دوم و سوم آنها بردار       
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ــت،  ــر اسـ ــم بزرگتـ : پـــس داريـ
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 بـالاي  L قرار بگيرد تعريف رياضي آن به صورت ذيل اسـت كـه حـرف    ˆ∋Sxبردار قبل از ب لغتنامه اي  ترتي در   ∋Sxاگر بردار  •
  . است(Lexicographic) ترتيب لغتنامه ايعلامت كوچكتر مبين 

ˆ ˆ ˆ, 1, , 1,L
i i k kx x k x x i k x x< → ∃ ∋ = = − <K  

)       حلقه )IIمجموعه  همه نقاط Sتوليد مي كنده ايترتيب لغتنام به ا ر .   
  
) تـــابع • ),h x x S∈ غيركاهـــشي گســـسته تـــابعيـــك   را (discrete nondecreasing function)اگـــرد نـــ نام 

)()(, yhxhyxSySx غيركاهــشي گســسته يــا بــصورت تفاضــل دو تــابع  اگــر توابــع مــدل.  باشــد∀∋∀∋∈≤→≤
 .مي توان از اين روش استفاده كردغيركاهشي گسسته باشند 

 يـك متغيـره      تـابع  بـراي مثـال   . باشـد  غيـر كاهـشي   د ولي بـصورت گسـسته       پيوسته غير كاهشي نباش   ممكن است يك تابع بصورت      
2( ) , 0f x x x x= −   داريــــــمنيــــــست چونكــــــه تــــــابعي غيــــــر كاهــــــشي     پيوســــــته بــــــصورت≤

0)1(,4/1)2/1(,0)0( =−== fffاست غير كاهشيبصورت گسسته اين تابع لي و .  
,(.)فرض كنيـد كـه   . راحتي قابل اثبات است مي توان براي تعيين غيركاهشي بودن يك تابع استفاده كرداز نتايج زير كه به   (.)g h 

غيـر   زيـر نيـز يـك تـابع          f(.)آنگاه هر يـك از توابـع        .  مقادير ثابت غيرمنفي باشند    b و   a و   T بر روي مجموعه     غير كاهشي توابع  
 .] 12[ مي باشد  Tمجموعه  بر روي كاهشي

A. agf ±= (.)(.) . 

B. (.)(.)(.) bhagf += . 

C. (.)}(.),min{(.) hgf = . 
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D. (.)}(.),max{(.) hgf = . 

 مي T بر روي مجموعه  كاهشيغير زير نيز يك تابع f(.)آنگاه تابع .   يك تابع  غيركاهشي يكنواخت باشدw(.)با اين فرض كه       
  .باشد

E. (.))((.) gwf = . 

,(.)بعلاوه اگر (.)g h  آنگاه هر يك از توابع . غير منفي نيز باشند(.)f بر روي مجموعه غير كاهشي زير نيز يك تابع Tمي باشد .  
F. (.)(.)(.) hgf = . 

G. agf (.)(.) =  

  
 بـراي  . مـي آيـد  x بلافاصله  بعـد از   لغتنامه اي  كه عبارتست از برداري كه در ترتيب       تعريف مي كنيم     ′x يك بردار    xبراي هر بردار     •

 . مربوطه بصورت سيستم چرتكه اي جمع مي كنيمx  را با بردار1عدد  ′xبدست آوردن بردار 
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NkifexistnotDoes
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xxx
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كليـه  اي بردارها است مشروط بـر اينكـه            بزرگترين بردار در ترتيب لغتنامه     x@ . نيز تعريف مي كنيم     x@ يك بردار  xبراي هر بردار     •
ــه در   ــائي ك ــه برداره ــب لغتنام ــين اي ترتي ــد   x@ و x ب ــي گيرن ــرار م ــب جق ــيترتي  ــ رازئ ــته باش ــم داش ــي]3-1[ دن ه  : يعن

@ @, ,L Ly x y x x y x∀ ≤ ≤ → ≤ ≤ 
ux آنگاه x=0اگر  •  از سمت راست شـروع كـرده و اولـين عنـصر غيـر صـفر را       x@براي بدست آوردن   در غير اينصورت@=

 برابـر حـد بـالا     آنـرا سمت راست و درايه هاي kدرايه  ،x@حال در    باشد،   kx صفر    اولين عنصر غير    فرض كنيد  .جستجو مي كنيم    
ــرار داده و ــه    قـ ــمت چـــپ درايـ ــاي سـ ــه هـ ــان  راkدرايـ ــادير خودشـ ــان مقـ ــيم  x از   همـ ــي دهـ ــرار مـ ــي .  قـ يعنـ

( ) ( )@
1 2 1 1 2 1, ,..., , ,0, ,0 , ,..., , ,...,k k k k nx x x x x x x x x u u− −= → =K 

  :                                           البعنوان مث
( ) ( )
( ) ( )nnn

n

uuuxx

uxx

,,,1,0,5,00,0,1,1,0,5,0

,0,0,0,0,0,01,0,0,0,0,0,0

12
@

@

−−=⇒=

=⇒=  

Sxيك بردار  ∋Sxبراي هر  •    : تعريف ميشودنيز #∋

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
uxifexistnotDoes
uxifxx

@

@@
#

'
 

 x# بـردار   مستقيم براي بدست آوردن.وجود نداشته باشداست اي است كه ممكن  لغتنامهترتيب در  x@بردار پس از  اولين   x#بردار   •
 اولـين عنـصر غيـر    jx شروع كرده بدنبال اولين عنصر غير صفر مي گرديم، بعنوان مثـال اگـر   xبردار ) آخرين مؤلفه(از سمت راست  

 مـي رويـم و بـه همـين          jx−2  درحد بالاي خود بود به سـراغ         jx−1  را بررسي ميكنيم اگر    jx−1يعني  صفر باشد عنصر قبل از آن       
 همـه  سـپس . ميـدهيم  قـرار  kx+1  آنرا   kدرايه   x# آنگاه در     پيدا شود كه در حد بالايش نباشد       kx  اولين  تا  ادامه ميدهيم  ترتيب

  منتقـل    x# بـه  xاز   بـه همـان صـورت         آنـرا    سمت چـپ    درايه هاي و همه    قرار داده     را صفر     ام   kدرايه   سمت راست    درايه هاي 
  .]3-1[  وجود نداردx#د بردار اش در حد بالاي خود بjx هاي قبل از xاگر همه .ميكنيم
 x بردار پس از بـردار    اولين   x# بردار ∋Sx براي هر بردار  . بصورت زير نيز ميتوان عمل كرد      ′x و   x   ، @x#هاي  برداربراي تعيين   

xx# كه اي است ترتيب لغتنامهدر    .نباشد ≥
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  بـردار از را 1عـدد   بـراي بدسـت آوردن آن    واي است  ترتيب لغتنامه در   x#  از  قبل برداراولين   x@  بردار   وجود داشته باشد   x#بردار  اگر  
#x  بردار اگر  .  مي كنيمكممربوطه بصورت سيستم چرتكه اي#x بردار داشته باشدن وجود  @xابر  برuاست  .  
  :به شكل زير نيز بدست مي ايد ′x بردار ∋Sx براي هر بردار. 

( )
⎩
⎨
⎧

=

<+
=′ −

nn

nnnn

uxifx

uxifxxxx
x #

121 ,1,,...,,  

  ،′xبراي درك بهتر بردارهاي 
@x و #x مي توان به بردار x   ه آن  بعنوان يك عدد در سيستم تعميم يافته اعداد كـه در آن هـر جايگـا

يك حالت خاص آن موردي است كه همـه جايگاهـا دامنـه             . دامنه خود را دارد، همچون اعداد طول و وزن در سيستم غير متريك، نگاه كرد              
 اعـداد متنـاظر     n=5بـا فرضـيات اخيـر و        .  متناظر يك عدد در سيستم اعشاري ميگردد       x داشته باشند كه آنگه بردار       9 تا   0يكسان از     

عـدد متنـاظر    30999 و ′x عدد متنـاظر  30401 باشد آنگاه 30400 فعلي xحال اگر عدد متناظر .  ميباشند99999تا .  اعداد Sمجموعه  
@x    عدد متناظر    31000 آن و #x      آن است چونكه بردار ( )3 1 0 0 ) اولين بـردار  بعـد از بـردار           0 )3 0 4 0 0  

)مي باشدبطوريكه رابطه ترتيب جزئي  ) ( )3 0 4 0 0 3 1 0 0   .    صادق نيست≥0
)هاي مدل  x براي كليه 1در جدول  )III هاي بردار x′،@xو#xامده است.   

)بردارهاي مختلف مدل : 1جدول  )III 

X X ′  @X  #X  
(0,0,0) (0,0,1) (2,1,2) وجود ندارد
(0,0,1) (0,0,2) (0,0,2) (0,1,0) 
(0,0,2) (0,1,0) (0,0,2) (0,1,0) 
(0,1,0) (0,1,1) (0,1,2) (1,0,0) 
(0,1,1) (0,1,2) (0,1,2) (1,0,0) 
(0,1,2) (1,0,0) (0,1,2) (1,0,0) 
(1,0,0) (1,0,1) (2,1,2) وجود ندارد
(1,0,1) (1,0,2) (1,0,2) (1,1,0) 
(1,0,2) (1,1,0) (1,0,2) (1,1,0) 
(1,1,0) (1,1,1) (1,1,2) (2,0,0) 
(1,1,1) (1,1,2) (1,1,2) (2,0,0) 
(1,1,2) (2,0,0) (1,1,2) (2,0,0) 
(2,0,0) (2,0,1) (2,1,2) وجود ندارد
(2,0,1) (2,0,2) (2,0,2) (2,1,0) 
(2,0,2) (2,1,0) (2,0,2) (2,1,0) 
(2,1,0) (2,1,1) (2,1,2) وجود ندارد
(2,1,1) (2,1,2) (2,1,2) وجود ندارد
(2,1,2) وجود ندارد (2,1,2) وجود ندارد

  
  
  :روش پيشنهادي .5
  

  .فرض شود كه مساله برنامه ريزي غير خطي با متغيرهاي مقدار صحيح بصورت زير باشد
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1 2

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) , 1, , ( )

. .
, { | 0 , , }

i i i i

Minimize f x f x f x
g x g x g x b i m V

s t
x S S x x u x z u z

= −

= − ≥ =⎧
⎨ ∈ = ≤ ≤ ∈ ∈⎩

K  

1)(كه در آن  xf 2)( و xf 1)( و xgi 2)( و xgiتوابع غيركاهشي گسسته هستند كه برخي مي توانند مقدار صفر داشته باشند  .  
  :دن بردارهايي كه ما بايد در نظر بگيريم چنين مي باش، روش شمارش كاملدر

( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 2

2
1 2

0,0,..,0 0, 0,0,...,0,1 , , 0,0,...,

0,0,...,0,1,0 , , , ,...,

n

n

u
n

u N
n

x x x u

x x u u u u

+

+

= = = =

= = =

K

K
  

01د، يعني نبردارهاي فوق داراي ترتيب لغتنامه اي مي باش     =x را اولين بردار و Nx  يم و بقيـه نيـز داراي يـك    نـام   را آخرين بـردار مـي
  .دنترتيب يگانه مي باش

 بـا   ترتيـب لغتنامـه اي     است شروع نموده و با رعايت دقيق         ترتيب لغتنامه اي  كه كوچكترين بردار در      x=0در روش پيشنهادي همواره از      
  . فعلي قرار دارد ميرود x بعد از ترتيب لغتنامه ايقواعد ذيل به بردار بعدي كه در توجه به 

xff)( بهترين جواب بدست امده تا كنون و xفرض شود كه fدر ابتدا قرار دهيد( باشد= ←+∞.(  
  .ستفاده از قواعد ذيل شمارش ضمني صورت مي گيرد ابا شروع و x=0از 

fxfxf  فعليx در اگر . 1قاعده  ≥− )()( @
@ يا 21

1 2, 1, , ( ) ( )i i ii i m g x g x b∃ = ∋ − <K باشد با شروع از #x   
رين مقدار تابع هدف بدست امده تا كنون كوچكتر نيست          به عبارت ديگر اگر در نقطه فعلي حد پائين تابع هدف از بهت            . شمارش را ادامه دهيد   

  .  ادامه دهيدx# ام از سمت راست آن كوچكتر است شمارش را از iيا حد بالاي سمت چپ محدوديت 
    كهy براي هر بردار: برهان

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 2,1,,,1

,

,
@

@
@@ ==

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤≤
→≤≤→≤≤∋∈∀ kmi

xgygxg

xfyfxf
xyxxyxSy

ikikik

kkkLL
K  

  :لذا ميتوان نوشت
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )@ @

1 1 2 2 1 2 1 2( & )f x f y f x f y f f x f x f y f y≤ − ≤ − ⇒ ≤ − ≤ −  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )@ @

1 1 2 2 1 2 1 2( & )i i i i i i i i ig x g y g x g y g y g y g x g x b≥ − ≥ − ⇒ − ≤ − <  
 اين بدين معني است كـه        و محدوديت صادق باشد   آن   در يا    و مقدار تابع هدف را بهبود دهد     وجود ندارد كه    ي   هيچ بردار  x@ و   xپس بين   

  . شده اند رشاشم x@ و xبطور ضمني تمام نقاط بين 
   قابل استفاده نباشد و1 قاعده اگر . 2قاعده 

 fxfxfxf ≥−= )()()( iiii يا   21 bxgxgxgmii <−=∋=∃ )()()(,,1, 21K  باشد با شروع از x′  شـمارش را 
  .ممكن است نقطه قابل قبول بهتري باشد ′x ادامه دهيد چونكه

fxfxfxfاگـر      . 3قاعده   <−= )()()( 1 و   21 2( ) ( ) ( ) , 1, ,i i i ig x g x g x b i m= − ≥ = K      باشـد آنگـاه x     فعلـي را 
 نامزد جواب بهينه ناميد و قرار دهيد

xx

xff

←

← )(
 

  . ممكن است نقطه قابل قبول بهتري باشد′xشمارش را ادامه دهيد چونكه   ′x و سپس با شروع از
 نقطه فعلي  رفـت ولـي بـردار مربوطـه وجـود                x#  يا      ′xفاده از قواعد مذكور را تا آنجا ادامه دهيد كه ميبايست به             شمارش ضمني با است   

  و مقدار بهينـه تـابع هـدف در     xمساله شدني باشد جواب بهينه آن اگر .  بررسي شده اند S و اين بيانگر آنست كه كليه نقاط نداشته باشد
fاست  .  



 

 9

2)(0توجه شود كه اگر      =xf     فرض شود آنگاه )()( 1 xfxf همچنـين اگـر    .  است كه يك تابع هدف غيركاهشي گسـسته اسـت          =
)فرض شود    ) 02 =xgi   آنگاه ( ) ( )xgxg ii بنابراين مدلهائي كه در آنها تابع هـدف        . ه يك تابع غيركاهشي گسسته است      است ك  =1

  .و يا برخي محدوديتها توابع غيركاهشي گسسته هستند حالت خاصي از مدل مفروض مي باشند
  . كه در ذيل امده است به موارد زير توجه شودروشدر نمودار جريان عمليات 

fxfxfنامه اي بدست نيامده است شرط تا زماني كه اولين نقطه شدني در ترتيب لغت • <− )()( @
 . همواره صادق است21

 . بصورت زير در مي ايد3اگر تابع هدف غيركاهشي گسسته باشد قاعده  •
fxfxfاگر     . 3قاعده   <= )()( mibxgxgxgi و   1 iiii ,,1,)()()(, 21 K=≥−=∀     باشد آنگـاه x       فعلـي را نـامزد 

 يد و قرار دهيدجواب بهينه نام

xx

xff

←

← )(
 

   .هيچ برداري وجود ندارد كه مقدار تابع هدف را بهبود دهد x@ و xشمارش را ادامه دهيد چونكه بين  x#و سپس با شروع از 
  
  
 مثالهاي عددي .6
 

  .ا با استفاده از اين روش حل كنيماجازه دهيد مدل زير ر: 1  مثال

                                                                       

( )

.3,2,1,10,,0
2)(3

4)(
..

353

13
2
2

32
2
1

3
2
2

3
1

==

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−+

≥−+

++=

jx
xxx

xxx
ts

xxxxfMinimize

j K

           

) در اين مثال   ) 13311111111
3

1

=××=+=∏
=j

juN ل دو  ض ـ بـصورت تفا   ها محدوديت ويك تابع غيركاهشي    و تابع هدف      است

  :دن مي باشلبه صورت ذيتابع غير كاهشي 
  ( ) ( ) ( )3 2

1 1 2 3 23 5 3 , 0f x f x x x x f x= = + + =  
( ) ( )
( ) ( )

2
11 1 2 12 3

2
21 2 3 22 1

( ) ,

3( ) ,

g x x x g x x

g x x x g x x

= + =

= + =
 

ux با   x=0از نقطه    لـذا بـين    .  حد بالاي سمت چپ هر محدوديت از سمت راست آن بزرگتر اسـت             x@در  نقطه    . شروع كنيد  @=
ux و   x=0بردارهاي   هدف تعيين كوچكترين آنها در ترتيـب الفبـائي بـا           . ها صادق باشند  محدوديتممكن است برخي بردارها در       @=
  . فعلي استxتوجه به

@)10,0,0( با   x=)1,0,0( به   2 شدني است؟ خير لذا با توجه به قاعده          x=0ايا   =x نقطه جديد حد بالاي سمت      در اين .  برويد
#)0,1,0( بـه    1در نتيجه با توجه به قاعـده        . چپ محدوديت اول از سمت راست آن كوچكتر است         =← xx  10,10,0( بـا(@ =x 

←′=)1,1,0( قابل استفاده است لذا با   2قاعده   نقطه جديد  در اين . برويد xx 10,1,0( با(@ =x در جـدول  .شمارش را ادامه دهيد 
نشانگر آنست كـه نقطـه مربوطـه يـك          3  قاعده    2در ستون اخر جدول شماره      .   بردارهاي جديد و قاعده مربوطه مشخص شده اند         2شماره  

جـواب شـدني بهتـر از آن و            x=)0,3,1( اسـت و  در ترتيـب الفبـائي        اولين جواب شدني   x=)0,4,0(  لذا. جواب شدني بهتر است   
)1,1,2(=xجواب بهينه مساله مذكور است  .  
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  .)رسيديم جواب غير صحيح به DOS-QSB مدل با استفاده از براي حل اين( خطي زير را در نظر بگيريدمدل كوله پشتي  :2  مثال
1 2 3 4 5

5

1 2 3 4 5
1

( ) 11111 9123 2345 1928 213

: 366 855 611 123 122

0 integer

j j
j

Minimize f x x x x x x

Subject to a x x x x x x b

x and x
=

= + + + +

= + + + + =

≥

∑  

ت آنرا كه بصورت معادله است با دو نا محدودي براي حل اين مدل ما تنها .دهستنغير كاهشي ت  محدودي هدف وابعوت خطي مذكور مدلدر 
j/معادله جايگزين مي كنيم و از معادله مذكور حدود بالاي متغيرها  ju b a⎢ ⎥= ⎣   .  بدست مي آيد⎦

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

366 855 611 123 122
(366 855 611 123 122 )

x x x x x b
x x x x x b
+ + + + ≥

− + + + + ≥ −
 

20770bهيد  قرار د–الف  ) آنگاه با استفاده از اين روش جواب بهينه = ) 74610, (0 0 30 0 20)f x x=  در =
  . ثانيه به همان جواب مي رسيم130 حل كنيم در LINGOاگر اين مدل را با استفاده از .  ثانيه بدست مي آيد2/0

89643b براي –ب  )ن روش جواب بهينه  با استفاده از اي= ) 277942, (0 0 95 0 259)f x x=  ثانيه 78 در =
 ثانيه حافظه رايانه تمام و اجراي برنامه متوقف مي 126 حل كنيم بعد از گذشت LINGOاگر اين مدل را با استفاده از . بدست مي آيد

)گردد و جواب غيربهينه  ) 318832, (0 0 1 94 635)f x x=    .  بهترين جواب قبل از توقف است=
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  بردار در مكعب مستطيل مربوطه=N 1331 با 1فهرست بردارهاي توليد شده براي مثال : 2 جدول
 x′  #x  @x  x  شماره قاعده

2  )1,0,0(    )10,10,10( )0,0,0( 
1    )0,1,0(  )10,0,0(  )1,0,0(  
2  )1,1,0(    )10,10,0(  )0,1,0(  
1    )0,2,0(  )10,1,0(  )1,1,0(  
2  )1,2,0(    )10,10,0(  )0,2,0(  
1    )0,3,0(  )10,2,0(  )1,2,0(  
2  )1,3,0(    )10,10,0(  )0,3,0(  
1    )0,4,0(  )10,3,0(  )1,3,0(  
3    )0,0,1(  )10,10,0(  80)(),0,4,0( == xfx 
2  )1,0,1(    )10,10,10(  )0,0,1(  
1    )0,1,1(  )10,0,1(  )1,0,1(  
2  )1,1,1(    )10,10,1(  )0,1,1(  
1    )0,2,1(  )10,1,1(  )1,1,1(  
2  )1,2,1(    )10,10,1(  )0,2,1(  
1    )0,3,1(  )10,2,1(  )1,2,1(  
3    )0,0,2(  )10,10,1(  48)(),0,3,1( == xfx  
2  )1,0,2(    )10,10,10(  )0,0,2(  
1    )0,1,2(  )10,0,2(  )1,0,2(  
2  )1,1,2(    )10,10,2(  )0,1,2(  
3    )0,2,2(  )10,1,2(  32)(),1,1,2( == xfx  
1    )0,0,3(    )0,2,2(  
  )0,0,3(    وجود ندارد    1

  
  

  
) اجازه دهيد مدل :3  مثال )IV را با استفاده از اين روش حل كنيم.                                                                                                             
 .دهستنل دو تابع غير كاهشي ض بصورت تفا دوم محدوديتو تابع غيركاهشي هاي اول و سومتابع محدوديو تمدل مذكور تابع هدف ودر 

 حل شده است كه خلاصه نتايج آن در 50 تا 7 از uاين مساله براي .  اول صادق گرددمحدوديت مي بايست باشد تا 7 حد اقل uمقدار 
 زمان حل به شدت بالا مي رود بطوريكه u شود كه با بالا رفتن با نگاه به ستون زمان حل شمارش كامل روشن مي.  امده است3جدول 
.  ثانيه شده است6 وقت صرف شده است ولي در مقابل زمان حل شمارش ضمني آن 4 ساعت بر روي پنتيوم 6 نزديك به  u = 17براي 

17uتوجه شود كه براي مقادير  انجام شده است نتايج در همه موارد بجز زمان حل تطابق  كه هم شمارش كامل و هم شمارش ضمني ≥
  .دارند
 ”***“ بخاطر طولاني بودن زمان حل در شمارش كامل، اجراي برنامه متوقف شده است و بجاي زمان حل 17 هاي بزرگتر از uبراي 

  .نوشته شده است
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) 45,767,944,570,401 ،با  u = 50در اين مساله براي  ) =+=∏
=

8

1

150
j

N نقطه، بررسي انجام شده  نشان ميدهد كه  در هر 

 يعني  ماه ميباشد17لذا تخمين زمان حل شمارش كامل حدود .  نقطه در شمارش كامل بررسي ميگردد1،000،000ثانيه حدود 
  .نيستثانيه آن /. 3 كه قابل مقايسه با زمان حل شمارش ضمني  مي باشد17تقريبا  /N))30)(24)(3600)(1،000،000((مقدار

 زمان حل روند نزولي 50 تا 25 از u زمان حل روند صعودي دارد ولي براي 24 تا 7 از u ملاحظه مي شود كه براي 3در ستون اخر جدول 
و يا جوابهاي شدني بعد (، مقدار تابع هدف اولين جواب شدني در ترتيب الفبائي uدليل اين امر آنست كه براي اين مقادير . را نشان مي دهد

  . در مورد تابع هدف زياد مورد استفاده قرار گيرد1جوابهاي بسيار خوبي شده اند و اين امر سبب گرديده است تا قاعده )  آناز 
  

  . مدل كوله پشتي غيرخطي زير را در نظر بگيريد:4  مثال
2 2 2 2 2
1 2 4 3 5

2 2 2 2 2
1 2 3 5 1 2 4

5

1 2 3 4 5
1

( ) 3 5 5 3

( ) ( ) ( ) (5 3 ) ( 3 5 )

: 366 855 611 123 122 20770

0 integer

j j
j

Maximize f x x x x x x

Minimize f x f x f x x x x x x

Subject to a x x x x x x

x and x
=

= + + − −

⇒ − = − = + − + +

= + + + + =

≥

∑
  

 غير كاهـشي   صورت كمينه تبديل كرده و به صورت تفاضل دو تابع             هدف به صورت بيشينه است كه ما آترا به         تابعمدل غيرخطي مذكور    در  
   با استفاده از اين روش جواب. الف است كه شرح داده شد-2ت مثال محدوديآن همان غير كاهشي ت محدودي. در نظر مي گيريم

5) بهينه  0 0 152 2) , ( ) 115533 ( ) 115533,x f x f x= − = − ⇒   . ثانيه بدست مي آيد43 در =
  

)ل دنتايج مربوط به م. 3جدول  )IVبراي  u ي مختلفها  

 زمان حل  به ثانيه

شمارش 
 ضمني

شمارش 
 كامل

 مقدار
بهينه تابع 

  هدف
)(Xf 

 جواب بهينه
مقدار تابع هدف اولين 
جواب شدني در ترتيب 

 الفبائي

تعداد كل نقاط ابر مكعب 
  مستطيل

8)1( += uN 

حد 
بالاي 
  متغيرها

u 
0.0 23.4 18,698 (7,4,7,7,7,4,7,7) 31,152 16,777,216 7 
0.2 58.7 8,947 (8,6,3,7,8,2,8,8) 75,016 43,046,721 8 
0.3 130.7 3,618 (8,7,0,8,9,0,9,9) 265,266 100,000,000 9 
0.3 273.3 2,176 (6,7,0,8,9,0,10,10) 1,049,533 214,358,881 10 
0.4 545.1 1,458 (4,7,0,8,9,0,11,11) 4,194,654 429,981,696 11 
0.4 1033.3 1,063 (3,7,0,8,8,0,12,12) 16,777,521 815,730,721 12 
0.5 1865.4 890 (2,7,0,8,7,0,13,13) 4,194,659 1,475,789,056 13 
0.9 5429.1 816 (2,6,0,8,5,1,14,14) 1,048,985 2,562,890,625 14 
1.8 8806.2 762 (2,6,0,6,2,4,15,15) 262,611 4,294,967,296 15 
3.7 13926.5 744 (2,6,0,4,0,6,16,16) 66,065 6,975,757,441 16 
6.0 21461.4 741 (1,6,0,4,0,6,16,17) 16,979 11,019,960,576 17 
8.9 *** 736 (2,6,0,4,0,6,18,14) 4,761 16,983,563,041 18 
11.8 *** 724 (2,6,0,5,0,6,19,12) 1,763 25,600,000,000 19 
14.5 *** 708 (2,6,0,5,0,6,20,11) 1,073 37,822,859,361 20 
16.9 *** 688 (2,6,0,5,0,6,21,10) 963 54,875,873,536 21 
18.4 *** 664 (2,6,0,5,0,6,22,9) 1,001 78,310,985,281 22 
19.3 *** 634 (2,6,0,6,0,6,23,7) 1,079 110,075,314,176 23 
19.6 *** 600 (2,6,0,6,0,6,24,6) 1,170 152,587,890,625 24 
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)ل دنتايج مربوط به م. 3جدول ادامه  )IVبراي  u ي مختلفها  

 زمان حل  به ثانيه

شمارش 
 ضمني

شمارش 
 كامل

 مقدار
بهينه تابع 

  هدف
)(Xf 

 جواب بهينه
مقدار تابع هدف اولين 
جواب شدني در ترتيب 

 الفبائي

اط ابر مكعب تعداد كل نق
  مستطيل

8)1( += uN 

حد بالاي 
  متغيرها

u 

19.1 *** 562 (2,6,0,6,0,6,25,5) 1,168 208,827,064,576 25 
18.3 *** 520 (2,6,0,6,0,6,26,4) 1,162 282,429,536,481 26 
16.7 *** 472 (2,6,0,7,0,6,27,2) 67,110,327 377,801,998,336 27 
14.7 *** 420 (2,6,0,7,0,6,28,1) 16,778,789 500,246,412,961 28 
12.4 *** 364 (2,6,0,7,0,6,29,0) 4,195,991 656,100,000,000 29 
10.3 *** 312 (2,6,0,6,0,6,30,0) 1,050,381 852,891,037,441 30 
8.1 *** 268 (2,6,0,5,0,6,31,0) 264,071 1,099,511,627,776 31 
6.2 *** 232 (2,6,0,4,0,6,32,0) 67,589 1,406,408,618,241 32 
4.7 *** 197 (1,6,0,4,0,6,33,0) 18,567 1,785,793,904,896 33 
3.5 *** 165 (1,5,0,4,0,6,34,0) 6,413 2,251,875,390,625 34 
2.5 *** 133 (1,5,0,4,0,5,35,0) 3,479 2,821,109,907,456 35 
1.8 *** 105 (1,5,0,3,0,5,36,0) 2,853 3,512,479,453,921 36 
1.2 *** 85 (1,5,0,2,0,5,37,0) 2,807 4,347,792,138,496 37 
0.9 *** 69 (1,4,0,2,0,5,38,0) 2,909 5,352,009,260,481 38 
0.6 *** 53 (1,4,0,2,0,4,39,0) 3,051 6,553,600,000,000 39 
0.4 *** 41 (1,4,0,1,0,4,40,0) 3,206 7,984,925,229,121 40 
0.3 *** 33 (1,3,0,1,0,4,41,0) 3,204 9,682,651,996,416 41 
0.2 *** 25 (1,3,0,1,0,3,42,0) 3,198 11,688,200,277,601 42 
0.3 *** 20 (0,3,0,1,0,3,43,0) 3,188 14,048,223,625,216 43 
0.2 *** 16 (0,2,0,1,0,3,44,0) 3,174 16,815,125,390,625 44 
0.1 *** 12 (0,2,0,0,0,3,45,0) 3,156 20,047,612,231,936 45 
0.1 *** 8 (0,2,0,0,0,2,46,0) 3,134 23,811,286,661,761 46 
0.3 *** 6 (0,2,0,0,0,1,47,0) 3,108 28,179,280,429,056 47 
0.2 *** 5 (0,2,0,0,0,0,48,0) 3,078 33,232,930,569,601 48 
0.2 *** 5 (0,2,0,0,0,0,48,0) 3,044 39,062,500,000,000 49 
0.3 *** 5 (0,2,0,0,0,0,48,0) 3,006 45,767,944,570,401 50 
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  بحث و نتيجه گيري .7

  
امـا بـا   . كوچك برنامه ريزي با متغيرهاي مقدار صحيح است     ئل  ابراي مس همانطور كه ملاحظه شد روش پيشنهادي در اين مقاله روشي كارا            

) و يا دامنه آنها تعداد نقاط موجود در ابر مكعب مستطيل مربوطه كه تعـداد آنهـا                   افزايش تعداد متغيرها   )
1

1
n

j
j

N u
=

=  اسـت بـشدت     ∏+

لذا هر اندازه هم كه شمارش ضمني بتواند نقاط زيادي را بطور ضمني شمارش كند بازهم براي مسائل بزرگ نقـاط بـسيار                       . افزايش مي يابد  
  . اينكار بسيار وقت گير است و نمي توان آن مسائل را در زمان مناسبي حل كردزيادي مي بايست بررسي گردند كه

 زياد كاربرد پيدا كند يعني اينكه تابع هدف غيركاهشي 1روش شمارش ضمني هنگامي توصيه ميگردد كه مساله بزرگ نباشد و قاعده 
1)(گسسته باشد يا حد اقل   xfقابل ملاحظه اي از  صفر نباشد و همچنين تعداد ibها مثبت باشند   
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