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  ارائه يك الگو براي  تجزيه و تركيب مسائل 

   چند محصولي و چند پريودي –برنامه ريزي توليد چند مرحله اي 

  با محدوديت ظرفيت توليد 
 )1(و سيد محمد تقي فاطمي قمي )1(حسن خادمي زارع

  دانشكده مهندسي صنايع، دانشگاه صنعتي اميركبير، تهران، ايران) 1(

  چكيده

 تعيين اندازه انباشته پويا و بهينه در برنامه ريزي توليد چند مرحله اي، چند محصولي و چند مسئله  
تاكنون الگوريتم هاي . پريودي يكي از مهم ترين و در عين حال مشكل ترين مسائل تصميم گيري مي باشد

نامه ريزي توليد ارائه شده بهينه و ابتكاري متنوعي براي حل مسئله تعيين اندازه انباشته در اينگونه مسائل بر
در اين مقاله يك روش كارا جهت تجزيه يك مسئله برنامه ريزي توليد چند مرحله اي، چند محصولي و . است

اين روش تجزيه بر پايه .  مسئله تك محصولي ارائه شده استnچند پريودي با محدوديت ظرفيت توليد به 
  در بين مراحل مختلف فرآيند توليد است تا مسئله تعيين اندازه ضرايب لاگرانژ و استفاده بهينه از منابع كمياب

بدين جهت در اين مقاله يك . انباشته توليد در چند مرحله اي، چند محصولي و چند پريودي ساده تر گردد
 مسئله يك محصولي مستقل تجزيه شده n محصول ارائه و به nمدل رياضي براي مسائل برنامه ريزي توليد 

ز ارائه يك مدل رياضي تك محصولي براي هر يك از محصولات، با مقايسه ظرفيت تخصيص بعد ا. است
داده شده و استفاده شده، براي هر يك از محصولات، ميزان ظرفيت باقيمانده هر يك از محصولات محاسبه 

 مطلوب بر اين اساس در طي چند مرحله تعديل ظرفيت هاي باقيمانده جواب. و تعديلات لازم انجام مي شود
  .مسئله اصلي حاصل شده است
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 اندازه انباشته پويا، برنامه ريزي توليد چند مرحله اي، محدوديت ظرفيت توليد، منابع :واژه هاي كليدي

 .كمياب، تجزيه و تركيب ، ضرايب لاگرانژ

   مقدمه -1

لي، چند معمول ترين سيستم ها در دنياي ساخت و توليد، برنامه ريزي سيستم هاي توليد چند محصو  
تصميمات مديريتي در برنامه ريزي سيستم هاي توليد چند ]. 1 و 2 و 3[پريودي و چند مرحله اي مي باشد 

مرحله اي را بطور كلي مي توان در سه دسته مسائل تصميم گيري بلند مدت، ميان مدت و كوتاه مدت تقسيم 
تصميمات . توليد بيشتر مورد نظر استآن بخشي از تصميمات مديريتي كه در برنامه ريزي ]. 4[بندي نمود 

ميان مدت بوده كه تعيين اندازة انباشته از جمله مسائل مهم آن است، زيرا در سيستم هاي توليد چند 
محصولي، چند مرحله اي بعد از راه اندازي هر يك از مراحل براي هر يك از محصولات، عمليات توليدي بر 

يكي از مهمترين و بهترين راههاي كنترل هزينه ]. 5 و 6[يرد روي انباشته اي از آن محصول صورت مي گ
هاي توليد، تصميم گيري صحيح در مورد تعيين انباشته توليد هر يك از محصولات، در هر يك از مراحل 

زيرا در سيستم هاي توليد چند مرحله اي موجوديهاي در جريان ساخت، هزينه زيادي به سيستم . توليد است
هرچند بعنوان . ، لذا كنترل ميزان اين موجودي ها از اهميت ويژه اي برخوردار است]7 و 8[تحميل مي نمايد 

يك اصل مي توان گفت هر چه اندازه انباشته بيشتر باشد، زمان سيكل كاري طولاني تر شده و به تبع آن 
فزايش ميزان ، ولي از جهت ديگر با ا] 9[ميزان موجودي بين مراحل و هزينه نگهداري افزايش مي يابد 

  . انباشته توليدي هزينه راه اندازي كاهش مي يابد
بر اين اساس تلفيق سياستهاي سفارش دهي و تعيين اندازة توليدي در هر يك از مراحل با   

عموماً روش لاگرانژ يكي از ]. 10[درنظرگرفتن محدوديت منابع، هزينه هاي كل سيستم را حداقل مي نمايد 
]. 11[ سازي عملي است كه راه حلهاي كاملاً نزديك به جواب بهينه ارائه مي كند روشهاي حل مسائل بهينه

افنتاكيس و "]. 12[ براي اولين بار به تشريح اين روش پرداخت و كاربردهايي از آنرا ارائه نمود "فيشر"

براي حالت  بدون در نظر گرفتن محدوديت منابع اقدام به ارائه مدلي Echelon با تكيه و بكارگيري "گاويش
سيستم هاي توليدي پيچيده نمود و با بكارگيري ضرايب لاگرانژ و بهبود بخشيدن آنها در مراحل تكرار و با 

 جهت تعيين "فرانكاوپالو"]. 13[تعريف يك حد پائين به توسعة يك روش انشعاب و تحديد پرداخته است 
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.  ا استفاده از ضرايب لاگرانژ ارائه داده انداندازة انباشته در سيستم هاي چند مرحله اي يك مدل هيورستيك ب

 با استفاده از روشهاي ابتكاري تركيبي براي تعيين اندازه انباشته توليد در        "دومارو باروسگو"]. 14[

 جهت تعيين اندازه انباشته در سيستم "شاوكاي وابواتا"]. 15[سيستم هاي توليد چند مرحله اي استفاده نمود 
ايشان .  مرحله اي، يك محصولي با محدوديت ظرفيت از روش هندسي استفاده كرده اندهاي توليد يك

 مجموع هزينه هاي نگهداري و EOQتقاضا را ثابت فرض كرده و به كمك ضرايب لاگرانژ و مدل پايه 

 جهت تعيين اندازه انباشته در سيستم هاي توليد چند "جوزف و روس"]. 16[سفارشات را حداقل نموده است 
مرحله اي با ساختار مونتاژي و بدون محدوديت ظرفيت توليد جهت يك محصول چند قطعه اي از ضرايب 

 جهت تعيين اندازه انباشته در سيستم هاي توليد چند كارخانه اي، "مارلي و صالح"]. 17[لاگرانژ استفاده نمود 
رانژ و روشهاي هيورستيك چندمحصولي و با تقاضاي پويا و محدوديت ظرفيت از تركيب ضرايب پايه لاگ

  ].18[استفاده نمود 
همانطور كه مشخص شده است روش لاگرانژ يكي از روشهاي حل مسائل بهينه سازي محسوب   

  .مي گردد، زيرا جواب نزديك به بهينه را ارائه داده و به صورت گسترده مورد استفاده قرار گرفته است
  

   مدل اصلي رياضي -2

 چند محصولي و چند –ل اصلي رياضي برنامه ريزي توليد چند مرحله اي در اين بخش به تشريح مد  
در اين مسئله محصولات مختلف در تخصيص منابع محدود با . پريودي با محدوديت ظرفيت مي پردازيم

يكديگر رقابت مي كنند، لذا مي بايست با توجه به محدوديت منابع، دسته هاي توليدي در هر يك از مراحل و 
در اين مدل . گونه اي تعيين گردد كه تقاضاي تمامي محصولات در پريودهاي مختلف برآورده شودپريودها ب

كمبود موجودي . سيستم توليدي بصورت سري فرض شده و در هر مرحله توليد محدوديت ظرفيت وجود دارد
ايست براي همه همچنين مي ب. يا سفارشات عقب افتاده مجاز نبوده و تقاضاي هر پريود معين ولي متغير است

زيرا در غيراينصورت با . محصولات در پريود اول حداقل به ميزان تقاضاي پريود اول توليد وجود داشته باشد
حال با هدف حداقل نمودن مجموع هزينه هاي نگه داري و راه اندازي در يك افق . كمبود مواجه خواهيم شد

  . مربوط به اين مدل تشريح مي گرددبرنامه ريزي محدود، پارامترها و متغيرهاي تصميم گيري
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)3(  

  :متغيرهاي تصميم گيري و پارامترها

ijtX = ميزان توليد محصولi در مرحله j و پريود t   

ijtI = ميزان موجودي محصولi در مرحله j در انتهاي پريود t   

ijtY=
⎭
⎬
⎫

0
1   

itd =  ميزان تقاضاي محصولi در پريود t   

jtC = زمان در دسترس براي انجام مرحلهj در پريود t   

ija =  زمان توليد محصولi در مرحله j   

ijtA = هزينه راه اندازي براي توليد محصولi در مرحله j و پريود  t   

ijtV =  هزينه متغير توليد محصولi در مرحله j و پريود t   

ijtH = هزينه نگهداري هر واحد محصولi در مرحله j و پريود t   

ijS = زمان راه اندازي براي توليد محصولi در مرحله j  

 تابع هدف و محدوديت هاي اين مدل بصورت زير براساس پارامترها و متغيرهاي تصميم گيري،  
  :تعريف مي گردد

  :تابع هدف
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  :محدوديت ها

)2                                   (TtnidIXI ittmitmitmi ,...,2,1,...,2,1,,,,1,, ===−+−  

  
TtmjniXIXI tjitjitjitji ,...,2,11,...,2,1,...,2,1,1,,,,,1,, =−==+=+ +−

  

)4     (          TtmjniCYSaX jijtij
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ijijt ,...,2,1,...,2,1,...,2,1.).(
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)5                                                                              (1,0,0),( ,, =≥ tjiijtijt YIX   

  . توليد شودt  و در پريود j در مرحله iاگر محصول 
 در غير اين صورت
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بيانگر تابع هدف است كه مجموع هزينه هاي راه اندازي، متغير توليد ) 1(در  مدل ارائه شده، رابطه   

نشان  ) 3(رابطه . تضمين كننده تامين تقاضا در هر پريود است) 2( مي نمايد و رابطه و نگه داري را حداقل
در يك شبكه مساوي، مجموع جريان وارد شده به آن ) i,j,t(مي دهد كه مجموع جريان خارج شده از هر گره 

بيانگر وضعيت ) 5(مانع از افزايش توليد به ميزان بيشتر از ظرفيت موجود است و رابطه ) 4(رابطه . گره است
  . متغيرها است

. همان طور كه ملاحظه مي گردد محدوديت هاي مدل رياضي داراي ساختارهاي متفاوت هستند  
 شده مدل مذبور مي گردد، لذا جهت حل مسئله مي بايست از روش هاي هيورستيك NP-hardاين امر سبب 
  ].9[استفاده نمود 

  

  رياضي مسئله تك محصولي مدل n تجزيه مدل رياضي چند محصولي به-3

در مورد مسائلي كه داراي چندين دسته محدوديت با ساختارهاي متفاوت هستند، معمولاً اين سوال   
در پاسخ به اين . كه كدام دسته از محدوديت ها بايد بعنوان عامل تجزيه در نظر گرفته شود. مطرح مي گردد

  ].   19[ است در نظر گرفت سوال بايد رابطه متضادي را كه بين عوامل زير برقرار

   قدرت حد حاصل از تركيب جواب مسائل–الف 

   سهولت تجزيه مسئله اصلي به مسائل فرعي–ب 

   سهولت حل هر يك از مسائل فرعي–ج 
در ارتباط با همه ) 4رابطه (در مدل اصلي رياضي مشاهده مي شد كه تنها محدوديت سوم   

 مواجه است كه jtλيت با يك مجموعه از مضارب لاگرانژ محصولات است و در مسئله دوگان اين محدود

 nبدين ترتيب مسئله تركيبي چند محصولي به . مي گردد) 5و3و2(اين امر موجب پيروي تابع هدف از روابط 
  .مسئله يك محصولي تبديل مي شود

   :جواب حاصل لزوماً بهينه نيست زيرا) الف(در اين مدل از نظر عامل   
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به عبارت ديگر حد . يعني حد حاصل از مسئله فرعي قوي تر از حد حاصل از آزادسازي خطي است
پائين تابع هدف جهت هر يك از مسائل فرعي كوچكتر يا مساوي با حد پائين تابع هدف مسئله اصلي است، 

)يعني  )LDLD ZW  مسئله يك محصولي مستقل  nتجزيه مسئله اصلي باعث ايجاد ) ب( از نظر عامل .≥
 متغير است كه حل آن نسبت به حالت قبل كه mهر يك از مسائل مستقل داراي ) ج( از نظر عامل .مي شود

    . متغير تصميم گيري وجود دارد، بمراتب آسان تر استnmدر آن 
الف، ب (ز روش تجزيه بر پايه ضرايب لاگرانژ براي ساير محدوديت ها شرايط فوق در مورد استفاده ا  

براي هر يك از  ) ضرايب لاگرانژ(برقرار نيست، زيرا اولاً بدليل وجود متغيرهاي آزاد در علامت ) و ج
قل  مسئله مستnثانياً نمي توان مسئله را به . محدوديت هاي مساوي، مسائل پيچيده تري بوجود مي آيد

در اين رابطه تيزي نشان داده است كه اولاً ساده سازي لاگرانژ نسبت به ساير ساده سازيها ]. 19[تجزيه نمود 
دقيق تر عمل مي كند و ثانياً ساده سازي لاگرانژ محدوديت ظرفيت، در مقايسه با ساير محدوديت ها      

ثاً استفاده از تكنيك تجزيه بر پايه ضرايب ثال. قوي ترين حد پائين را نسبت به جواب بهينه ارائه مي دهد
 مسئله nلاگرانژ منابع كمياب، در مدلهاي برنامه ريزي توليد چند مرحله اي باعث ساده سازي مدل اصلي به 

  ].20[مستقل خواهد شد 
 مسئله تك محصولي ابتدا متوسط زمان توليد محصولات توسط رابطه nبراي تجزيه مسئله اصلي به   

  :مي شودمحاسبه ) 6(

)6                                                                       (mja
N

a
N

i
ijj ,...,2,1,1

1

== ∑
=

−   

ja : متوسط زمان توليد محصول در ايستگاهj  

  :استفاده مي شود) 7(از رابطه )  q(سپس براي تعيين ايستگاه گلوگاه 
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 بعنوان ايستگاه گلوگاه، تخصيص ظرفيت به محصولات به نسبت ميزان مصرف jبا فرض انتخاب ايستگاه 
  .بدست مي آيد) 8(از رابطه ) j(ظرفيت در ايستگاه 

                              j=            ايستگاه گلوگاه )                                 8(
∑
=

= m

i
iji

iji
i
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R

1
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.      

∑مقدار ) 8(در رابطه 
=

=
T

t
iti d

T
d

1

 است كه t =1,2,...,T در پريودهاي i متوسط مصرف محصول 1

ه در آن متوسط بنا شده است ك] 21[ويلسون ) EOQ(براساس مفهوم شناخته شده مقدار سفارش اقتصادي 
  .تقاضا در هر پريود جهت  هر يك از محصولات بصورت يكنواخت فرض شده است

)با توجه به نسبت ميزان مصرف ظرفيت براي هر يك از محصولات    )iR در ايستگاه گلوگاه )j( ،
  .تشكيل مي گردد) 9( را بصورت رابطه ijCماتريس 

)9    (                                                 
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  .هر سطر ماتريس فوق بيانگر ظرفيت تفكيك شده براي هر يك از محصولات در مراحل مختلف است
  

   مدل رياضي يك محصولي  -4

ريزي توليد  مدل رياضي تك محصولي، مدل برنامه nپس از تجزيه مدل رياضي چند محصولي به   
چند مرحله اي و چند پريودي  هر يك از محصولات با محدوديت ظرفيت توليد 

( ) ( )mimii CCCRCRCRC ′′′= ,...,,,...,, متغيرهاي تصميم گيري و .   بصورت زير خواهد بود2121
  .پارامترهاي مربوط به اين مدل بشرح زير است

jtA = هزينه راه اندازي مرحلهj در پريود t   
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jtX = ميزان توليد مرحلهj در پريود t  

jtV =  هزينه متغير توليد مرحلهj در پريود t  

jth =  هزينه نگهداري مرحلهj در پريود t  

jtI =  ميزان موجودي مرحلهj در پايان پريود t  

jC    jميزان ظرفيت توليد در مرحله  = ′

tD =  ميزان تقاضاي محصول نهائي در پريودt   

jtY=
⎭
⎬
⎫

0
1  

براساس متغيرهاي تصميم گيري و پارامترهاي فوق الذكر، تابع هدف و محدوديت ها بصورت زير   
  .خواهد بود
  :تابع هدف

) 10                      (                                 [ ]∑∑
= =

++=
m

j

T

t
tjtjtjtjtjtj IhXVYAZMin

1 1
,,,,,, ...  

  :محدوديت ها

)11                                                               (TtDIXI ttmtmtm ,...,2,1,,1, ==−+−  

)12                  (1,...,2,1,...,2,10,1,,1, −===−−+ +− mjTtXIXI tjtjtjtj  

)13                                              (                                                          jtjtj CYX ′≤ .,,  

)14                                                                                                       (( ) 0, ,, ≥tjtj IX  

)15                                       (                                 
⎩
⎨
⎧ >

=
WO

XIF
Y tj

tj .0
01 ,

,  

بيانگر تابع هدف است كه مجموع هزينه هاي راه اندازي، متغير ) 10(در مدل ارائه شده فوق رابطه 
) 12(رابطه . تضمين كننده تامين تقاضا در هر پريود است) 11(رابطه . توليد و نگه داري را حداقل مي كند

وع جريان وارد شده به مساوي مجم) j,t(نشان مي دهد در يك شبكه، مجموع جريان خارج شده از هر گره 
  . مانع از افزايش توليد در هر مرحله بيش از ظرفيت موجود مي شود) 13(رابطه . آن گره است

  

  . توليد شودt و پريود jاگر محصول در مرحله 
  در غير اينصورت
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   تعديل ظرفيت هاي تخصيص يافته-5

براي هر يك از ) مازاد(اين مرحله براي انجام عمليات تسطيح منابع ميزان ظرفيت باقيمانده در   
  .محاسبه شده است) 16(بكمك رابطه مسائل جزئي 

)16                                                                                       (∑
=

−′=
m

j
ijiii aDPRC

1
).(   

⎟كل ظرفيت باقيمانده بوسيله رابطه 
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ =∑
=

n

i
iRCRCT

1

اين ظرفيت باقيمانده را به نسبت .  محاسبه مي شود

روش اجراي كار به اين صورت است . ه در هر يك از مسائل جزئي تقسيم مي كنيمظرفيت منابع استفاده شد
)(كه به مسائل  ip كه داراي ظرفيت باقيمانده زيادتري هستند مقدار ظرفيت كمتري تخصيص مي يابد و به 

)(مسائل  iPعمليات تسطيح . يشتري تخصيص مي يابد كه ظرفيت باقيمانده كمتري دارند مقدار ظرفيت ب
  .انجام مي شود تا جوابهاي موجه بهتري حاصل شود) 17(منابع مورد نظر طبق رابطه 

)17                                                                                          (
∑
=

′
= n

i
iji

iji
i

aP

aD
RCTCA

1

.

.
.  

    

  p)( الگوريتم حل مسئله -6

  . مسئله مستقل تبديل كنيدn مسئله اصلي را با استفاده از ضرايب لاگرانژ در منابع كمياب به :1قدم 

  . هر يك از مسائل جزئي را با روش ابتكاري ارائه شده حل كنيد:2قدم 

  .يد ظرفيت باقيمانده هر يك از مسائل جزئي را نسبت به ظرفيت تخصيص يافته محاسبه كن:3قدم 

  . انجام دهيدRCT عمليات تسطيح منابع را براي كل ظرفيت هاي باقيمانده :4قدم 

  . به قدم دوم برگرديد و تا رسيدن به شرط توقف مسئله را ادامه دهيد:5قدم 
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  : نتيجه-7

هدف اصلي اين مقاله ارائه يك روش كارا جهت تجزيه يك مسئله برنامه ريزي چند مرحله اي، چند   

 مسئله تك محصولي با هدف حداقل نمودن مجموع nو چند پريودي با محدوديت ظرفيت توليد، به محصولي 
بدين جهت ضمن ارائه يك مدل رياضي چند محصولي، با توجه . هزينه هاي راه اندازي و نگه داري بوده است

 مسئله nور به ، از طريق روش تجزيه بر پايه ضرايب لاگرانژ مدل مزب(NP-hard)به غيرقابل حل بودن آن
روش لاگرانژ به دليل ارائه راه حلهاي . يك محصولي مستقل تجزيه گرديد تا ساده تر بتوان آن را حل نمود

با حل هر يك از مسائل برنامه ريزي توليد  .كاملاً نزديك به جواب، بهينه است، مورد استفاده قرار گرفته است
اقيمانده تسطيح و در چند مرحله تكرار جواب مطلوب يك محصولي، چند مرحله اي و چند پريودي، ظرفيت ب

روش لاگرانژ بدليل اجراي ساده در مراحل محاسباتي براي حل مسائل بهينه سازي در اين . حاصل شده است
  .مقاله نيز مورد استفاده قرار گرفته است
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