
  مركز جرم

جايي تمام در حركت انتقالي، جاب. رض كرديمدار بدون بعد ف را به صورت ذرات جرم كنون اجسام   تا

. اي كه حركت يك ذره نشاندهنده حركت كل جسم است           در طول زمان يكسان است، به گونه       نقاط جسم 

نام مركز جرم در آن اي به كند، نقطه  حركت انتقالي دوران يا ارتعاش مي     ا حتي وقتي كه جسم در حين        ام 

. ثير همان نيروهاي خارجي قـرار دارد اي است كه تحت تأ  رد كه حركت آن مانند حركت تك ذره       وجود دا 

)شكل )A                 گر ديگـر   حركت سهمي ساده مركز جرم يك ميل ورزشي را كه بازيگري آن را به طرف بـازي

توجـه  . اي نـدارد    حركت ساده  گري از ميل ورزشي چنين    هيچ نقطه دي  . دهد پرتاب كرده است، نشان مي    

 جابجايي هر نقطـه از آن ماننـد جابجـايي    ي فقط حركت انتقالي داشته باشد   كنيد كه اگر اين ميل ورزش     

)مركز جرم در شكل    )A  رم يك جـسم را حركـت انتقـالي آن    به همين دليل حركت مركز ج. خواهد بود

  .نامند مي

كه حركـت آن نيـز بطـور    (توان براي آن مركز جرمي  ، مي گاه دستگاه مورد نظر ما صلب نباشد      هر

ه       در نظر گرفت، حتي اگر موضع ذرات تشكيل       ) نسبتاً ساده قابل توصيف است      دهنده دستگاه نـسبت بـ

 آن م و چگونگي محاسبهكني در اين بخش مركز جرم را تعريف مي. طور نسبتاً پيچيده تغيير كند  يكديگر ب 

گيريم كه فاصله آنها  را در نظر مي mm,12ابتدا حالت ساده يك دستگاه شامل دو ذره . دهيم را نشان مي

ر    O از مبدأ  ,12به ترتيب برابـ xx  نقطـه  .اسـتC     ه عنـوا ب ن مركـز جـرم ايـن دسـتگاه انتخـا          را بـ

  كنيم  را به صورت زير تعريف ميO فاصله اين نقطه از مبدأ، cmx.كنيم مي
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)شكل )Aشود، با اينكه  چنانكه ديده مي.  يك ميل ورزشي توسط بازيگري به طرف بازيگر ديگر پرتاب شده است

اي به نام مركز جرم وجود دارد كه يك  چرخد، اما روي محور آن نقطه اين ميل حركت دوراني دارد و به دور محور خودش مي

  .كند مسير سهمي شكل ساده را طي مي

  

ا   (Mاين است كه حاصلضرب جرم كل دستگاه     ) Bشكل  (ين نقطه   خواص ا  21مساوي بـ mm + (

  ، يعني اش از مبدأ  حاصلضربهاي جرم هر ذره در فاصله برابر است با مجموعدر فاصله اين نقطه از مبدأ

1 2 1 1 2 2( ) cm cmm m x Mx m x m x+ = = +  

,12توان به عنوان ميانگين وزني جرم  را ميcmx،)1(ادله در مع xxدر نظر گرفت .  

ه    فرض كنيد دو    . بيشتر توضيح دهيم  كنيم اين مطلب را      با ذكر يك مقايسه سعي مي      جعبه ميخ بـ

 ميخ كه طول هر    2n و در جعبه ديگر    1lكه طول هر كدام      ميخ   1nها   در يكي از جعبه   . ما داده شده است   

. دسـت آوريـم   اسـت كـه ميـانگين طـول ميخهـا را ب     از مـا خواسـته شـده    .  است وجود دارد   2lكدام  

21اگر nn )(/2، ميانگين طول برابر است با     = 21 ll + .21ا اگر ام nn ، تعداد ميخهاي مربـوط بـه يـك     ≠

. براي هر طول در نظـر بگيـريم       » وزني«طول از تعداد ميخهاي طول ديگر بيشتر است و بايد يك ضريب             

)/( اين ضريب برابر     1lبراي 211 nnn )/(برابر 2l و براي  + 212 nnn ر      .  است + پس ميـانگين طـول برابـ

  است با
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) شكل )B1 مركز جرم دو جرمm 2وmدر نقطه C  1و اصل روي خطm 2وm .فاصله اين نقطه از مبدأ 

  . استcmxبرابر

  

 تعريف شده است يك ميـانگين جابجـايي اسـت كـه در آن     )1 (طور كه در معادلهبنابراين، مركز جرم آن   

  . دستگاهبراي هر ذره برابر است با نسبت جرم آن ذره به جرم كل» وزني«ضريب 

,...,,12 ذره به جرمهاي   nاگر mmmn       ،ركـز   بنا به تعريف، م      در روي يك خط راست داشته باشيم

  آيد  جرم اين ذرات نسبت به يك مبدأ دلخواه از رابطه زير بدست مي
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,...,,12كه در آن   xxxn     است كه  أ فاصله هر جرم از مبد cmx    دازه ه آن انـ . گيـري شـده اسـت    نسبت بـ

مجموع زير برابر جـرم  . شود  ذره انجام ميn نشاندهنده عمل جمع است، كه در اين مورد روي        ∑نماد

  . استكل دستگاه

Mmi =∑  

  توان به صورت زير نوشت را مي) 2( معادله  بنابراين،

=∑                                                                                          ) الف2( iicm xmMx  

) مطابق شكلحال فرض كنيد سه ذره داريم كه بر روي يك خط راست نيستند و )D در يك 

  .صفحه قرار دارند
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)شكل )D2 مركز جرم سه جرم 1,m m3، وmدر نقطه C قرار دارد و مختصات آن ,cm cmy xنقطه.  است C در 

   .شود واقع است م تشكيل ميحه مثلثي كه از اين سه جرصف

  



cmcm با مختصاتCمركز جرم  xy   آيند شود كه از روابط زير بدست مي  تعريف مي,
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,11كه در آنها   xy        12مختصات ذره بـا جـرم,mx   2 وy         23 مختـصات ذره بـا جـرم,mx  3 وy 

cmcmمختصات.  هستند 3mمختصات ذره با جرم      xy كز جـرم نـسبت بـه همـان مبـدأ اختيـاري             مر ,

  .شود گيري مي اندازه

cmcmمركز جرم تعداد زيادي ذره كه در يك صفحه قرار دارند در نقطه xy  است و از روابط  واقع,

  آيد زير بدست مي
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∑مساوي با ( M آنها كه در im (جرم كل دستگاه است.  

د، در    نيستند بلكـه در فـضا توزيـع شـده      مركز جرم تعداد زيادي ذره كه الزاماً در يك صفحه          انـ

cmcmاي به مختصات نقطه xy   آيد دست ميير بقرار دارد و از روابط ز cmz و,

=∑ ) الف5( iicm xm
M

x =∑     و     1 iicm ym
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y =∑     و         1 iicm zm
M

z 1  

محل مركز  و irتوان با بردار مكان  اري، هر يك از ذرات دستگاه را ميبا استفاده از نمادگذاري برد    

ارتبـاط ايـن بردارهـا    .  در يك چارچوب مرجع خـاص مـشخص كـرد   cmrتوان با بردار مكان جرم را مي  

iiبا xy cmcm و همچنين با iz و , xy   اند به صورت زير است  آمده)  الف5(، كه در معادله cmz و ,



i i i ir ix jy kz= + +  

  و

cm cm cm cmr ix jy kz= + +   

  توان تك معادله برداري زير را قرار داد  مي)  الف5(اي  ز اين رو، به جاي سه معادله نردها

=∑                                                                                              ) ب5( iicm rm
M

r 1  

ه          شما مي . شود  جمع به صورت جمع برداري انجام مي      كه در آن عمل      وط بـ توانيد با قرار دادن روابط مربـ

icm rr ه  توجه كنيد كه استفاده از بردارها چگ      .  را تحقيق كنيد   ) ب 5(در معادلات بالا، صحت معادله       , ونـ

دهد كه اگر مبدأ چـارچوب مرجـع در مركـز          نشان مي  ) ب 5(معادله  . كند معادلات را مختصر و كوتاه مي     

  .، در آن صورت براي اين دستگاه خواهيم داشت)cmr=0يعني (جرم باشد 

                                                                                                0=∑ iirm  

 4 تـا  1ترين حالت براي يـك مجموعـه از ذرات اسـت و معـادلات                نشاندهنده كلي  )5(معادلات  

براي تعيـين   محل مركز جرم مستقل از چارچوب مرجعي است كه          . حالتهاي خاصي از اين معادلات است     

سبت بـه يكـديگر         . آن به كار رفته است     مركز جرم دستگاهي از ذرات فقط به جرم ذرات و موضع آنها نـ

  .بستگي دارد

توان به عنوان دستگاهي از ذرات نزديك به هـم در نظـر    كش، را مي ر جسم صلب، مثلاً يك خط  ه

و در جـسم آنقـدر زيـاد    ) مثلاً اتمها(در اينجا تعداد ذرات    . جرم دارد كش نيز مركز     در نتيجه خط  . گرفت

دست آوردن  ببراي  .  جسم را پيوسته فرض كرد     توان توزيع جرم در اين     فاصله آنها آنقدر كم است كه مي      

كـه تقريبـاً در     ∆imعنـصر كوچـك بـا جـرم       nآن را به  يك جسم پيوسته،    رابطه مربوط به مركز جرم      



iiنقاط xy  زيـر بدسـت     ركز جرم تقريباً از روابـط     بنابراين، مختصات م  . كنيم  قرار دارند تقسيم مي    iz و ,

  .آيد مي
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، تعداد n اي كه كنيم بگونه  را به عنصرهاي كوچكتري تقسيم مي اكنون عنصرهاي جرمي ياد شده    

ii بيشتر شود، نقاط nهر چه   . عنصرها، به سمت بينهايت ميل كند      xy  محل عنصرهاي جـرم را بـا   iz و,

بـه ايـن   .  بينهايت شود، محل آنها دقيقاً تعيـين خواهـد شـد   nكنند و وقتي  بيشتري مشخص مي دقت  

اكنون مختصات مركـز  . يمكن  كوچك تقسيم ميترتيب جسم پيوسته را به بينهايت عنصر جرمي بينهايت      

  .توانيم دقيقاً به صورت زير تعيين كنيم جرم را مي
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، كـه  M  برابر است با∫dm است و z و ,xy عنصر ديفرانسيلي جرم در نقطه     dmدر اين روابط  

ين  جانـش ) الف6(گيري در معادله  براي يك جسم پيوسته، عمل انتگرال.  جرم كل جسم استMدر آن  

  .شود مي)  الف5(عمل جمع در معادله 

  ، عبارت است از ) الف6(اي  ارز با سه رابطه نرده  برداري همرابطه
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M
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بـار ديگـر نتيجـه    . شـود  گيري تبديل مي  به عمل انتگرال  )  ب 5(مانند قبل، عمل جمع در معادله       

در آن صورت براي جـسم  ) o=cmrيعني اگر( چارچوب مرجع در مركز جرم باشد دأگيريم كه اگر مب    مي

∫داريم   = ordm .       اين انتگرال و مجمـوع متنـاظر آن∑ iirm     را گـشتاور اول جـرم    )  ب 5( در معادلـه

  .نامند دستگاه مي

در ايـن  . كه يك نقطه، يك خط، يا يك صفحه تقارن دارندكار داريم  و اغلب با اجسام همگني سر  

كـه يـك   ( يك كره همگن مثلاً، مركز جرم. صورت، مركز جرم روي نقطه، خط، يا صفحه تقارن واقع است     

روط روي محور مخ) كه يك خط تقارن دارد(كز كره است، مركز جرم يك مخروط     در مر ) تقارن دارد نقطه  

به دليل تقارن، گشتاور اول وان فهميد كه علت اين موضوع آن است كه، ت مي. واقع است و بر همين قياس

∫يعني(جرم   rdm (  ه  . ر اسـت  و مانند آن، صفاي روي محور مخروط يا در نقطهدر مركز يك كره از معادلـ

  .ن نقاط واقع است، يعني مركز جرم در ايo=cmrگيريم كه براي چنين نقاطي نتيجه مي)  ب6(

2 مركز جرم سه ذره به جرمهـاي       .1مثال 12 , 1m kg   m kg= 3 و   = 3m kg=     ـ  ه  را كـه در س

  .قرار دارند، تعيين كنيد 1mس يك مثلث متساوي الاضلاع به ضلعرأ

)ق شكل  را در راستاي يكي از اضلاع مثلث مطاب        xمحور )E  توجـه كنيـد كـه    . كنيم  انتخاب مي

3 برابرyن در روي محور ، يعني فاصله آ3mعرض 
2

mبنابراين. است  

( )( ) ( )( ) ( )( )1 0 2 1 3 1/ 2 7
(1 2 3) 12

(1 )(0) (2 )(0) (3 )( 3 / 2 ) 3
(1 2 3) 4

i i
cm

i

i i
cm

i

kg kg m kg mm xx m
m kg

m y kg kg kg my m
m kg

+ +
= = =

+ +

+ +
= = =

+ +

∑
∑

∑
∑

  

  چرا اين نقطه در مركز هندسي مثلث واقع نيست؟ . ودش ، در شكل ديده ميCمركز جرم
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)شكل )E تعيين مركز جرم . 1مثال( )Cدهند تساوي الاضلاع تشكيل مي سه جرم نامساوي كه يك مثلث م.  

  

)مركز جرم صفحه مثلثي شكل .2مثال )Fرا پيدا كنيد .  

  
.
.
.
.
.
.
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م هر جزء معلـوم باشـد، معمـولاً         اگر بتوان جسمي را به چند جزء طوري تقسيم كرد كه مركز جر            

توان به نوارهاي باريك موازي با يكي        صفحه مثلثي را مي   . احتي پيدا كرد  توان مركز جرم جسم را به ر       مي

 رأس مقابلش وصـل  قرار دارد كه وسط آن ضلع را به      مركز جرم هر نوار روي خطي       . از ضلعها تقسيم كرد   

در . توان مثلث را از سـه راه مختلـف تقـسيم كـرد     اين كار براي هر يك از سه ضلع مي        با تكرار   . كند مي



. كنـد  ش وصل ميس مقابلخواهد بود كه وسط هر ضلع را به رأنتيجه مركز جرم در محل تلاقي سه خطي       

  .اي است كه در هر سه خط مشترك است اين نقطه، تنها نقطه

  

   
C

                 

)شكل )Fتعيين مركز جرم . 2 مثال( )Cيك صفحه مثلثي شكل  

 


