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مقدمه:
در دنياي اطراف ما، وضعيف هاي فراواني وجود دارند كه مي توان توسط نموداري متشكل از يك مجموعه نقاط ، به علاوه خطوطي كه برخي از اين نقاط را به يكديگر متصل مي كنند، به توصيف آنها پرداخت، به عنوان مثال ، براي نشان دادن رابطه دوستي بين يك دسته از انسان ها مي نوانيم هر شخص را با يك نقطه مشخص كنيم . نقاط متناظر با هر دو دوست را با يك خط به يكديگر وصل نماييم، يا در جاي ديگر ممكن است براي نشان دادن يك شبكه ارتباطي، از نموداري استفاده كنيم كه در آن ، نقاط نمايانگر مراكز ارتباطي و خطوط، نشان دهنده پيوندهاي ارتباطي بين مراكز باشند. توجه داشته باشيد كه در اين گونه نمودارها، آن چه بيشتر مورد توجه است اين است كه آيا دو نقطه داده شده ، به وسيله يك خط به يكديگر متصل هستند يا نه و طريقه اتصال آنها اهميتي ندارد. تجربه رياضي اين وضعيت ها به مفهوم گراف منتهي مي شود.

گراف G يك سه تايي مرتب
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 است كه تشكيل شده از يك مجموعه ناتهيV(G) از راس ها، يك مجموعه E(G) – مجزاي از V(G) – از يال ها و يك تابع وقوع
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 كه به هر يال G ، يك زوج نا مرتب از راس هاي G را – كه الزاماً متمايز نيستند – نسبت مي دهد. اگر e يك يال وu و
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 دو راس باشند به طوري كه 
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، در اين صورت گفته مي شود كه e، راس هايu و
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 را به يكديگر وصل كرده است و راس هاي u و 
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 ، دو سر يال e ناميده مي شوند.
دليل نامگذاري گراف ها بدين نام، اين است كه مي توان آنها را به صورت گرافيكي نمايش داد و همين نمايش گرافيكي است كه ما را در درك بسياري از خواص گراف ها ياري مي كند. در اين گونه نمايش داده مي شود.
آشنايي با گراف

نمودار يك گراف ، فقط رابطه وقوعي را كه بين راس ها و يال ها برقرار است، نشان مي دهد، با اين حال در غالب اوقات ، نموداري از يك گراف را رسم كرده ، به جاي خود گراف ، به نمودار آن اشاره مي كنيم. به همين منوال نقطه هاي آن را «راس» و خطوط آن را «يال» مي ناميم.

اگر يك گراف ، نموداري داشته باشد كه در آن يال ها تنها در راس هاي دو سر خود متقاطع باشند، مسطح ناميده مي شود، چون مي توان به سادگي اين گونه گراف ها را روي يك صفحه مسطح رسم كرد. دو راس كه برروي يال مشتركي واقعند ، مجاور ناميده مي شوند. به همين ترتيب دو يال واقع بر روي يك راس مشترك نيز مجاورند. يك يال با دو سر يكسان ، طوقه و يك يال با دو سر متمايز ، يال پيوندي ناميده‌مي‌شود. 

اگر مجموعه راس ها و مجموعه يال هاي يك گراف، متناهي باشند، گراف مزبور را متناهي مي نامند. گرافي را كه يك راس داشته باشد بديهي  و ساير گراف ها را غير بديهي مي ناميم.

يك گراف ساده است، اگر هيچ طوقه اي نداشته باشد و بين هر دو راس آن ، بيش از يك يال نباشد . نمادهاي 
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 را به ترتيب براي نشان دادن تعداد راس ها و تعداد يال هاي گراف G به كار مي بريم.
يكريختي گراف ها:

دو گراف Gو H همسان اند(و نوشته مي شود G=H) ، اگرE(G)=E(H),V(G)=V(H)     
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 . مسلماً اگر همسان باشند، مي‌توان آنها را با نمودارهاي يكساني نمايش داد. به هر حال اين امكان نيز وجو دارد كه دو گراف نا همسان ، نمودارهاي يكساني داشته باشند. در حالت كلي ذو گراف GوH ، يكرخت ناميده مي شوند (ونوشته مي شود
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 اگر نگارشت هاي دو سويي 
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 وجود داشته باشند، به طوري كه داشته باشيم:
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اگر تنها اگر 
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 از نگارشت ها، يك يكريختي بين GوH ناميده مي شود.
از طرف ديگر گراف تهي، گرافي است كه هيچ يالي نداشته باشد. گراف دو بخشي ، گرافي است كه مي توان مجموعه راس هاي آن را به دو زيرمجموعه XوY چنان افراز كرد كه يك سر تمام يال هاي آن در X و سر ديگرآنها در Y باشد. گراف دوبخشي كامل، يك گراف دوبخشي با بخش هاي X وY است كه در آن هر راس X ،به هر راس Y وصل شده باشد. اگر 
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 گراف دو بخشي كامل را با 
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 نمايش مي دهيم.
ماتريس وقوع و ماتريس مجاورت:

متناظر با هر گراف G ، يك ماتريس
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 وجود دارد كه ماتريس وقوع G ناميده مي‌شود. اگر راس هاي G را با 
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 و يال هاي آن را با 
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 نمايش دهيم، آنگاه ماتريس وقوع G ، ماتريسي مانند 
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  است كه در آن
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 برابر با تعداد دفعاتي است (0،1 يا2) كه 
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 بر
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 واقع شده است. در حقيقت ماتريس وقوع يك گراف ، طريقه ديگري يراي معين نمودن آن گراف است.
راه ديگر معين نمودن يك گراف ، استفاده از مارتيس مجاورت آن است كه مارتيسي است 
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و در آن 
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 برابر تعداد يال هايي است كه
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 رابه 
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 وصل مي كند.
زير گراف :

مي گوئيم گراف H، زير گراف G است (نوشته مي شود
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 از محدود كردن 
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به E(H) حاصل شده باشد. اگر 
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ولي داشته باشيم 
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و مي گوئيم H يك زير گراف سره از G است. اگر H يك زير گراف G باشد، درآن صورت G را يك زبرگراف H مي ناميم. در صورتي كه زير گراف (يا زبرگراف) H از G در شرط V(H)=V(G) صدق كند، آن را يك زيرگراف فراگير(يا زبرگراف فراگير) از G خواهيم ناميد.
اگر در يك گراف تمام طوقه ها را حذف كنيم و همچنين از بين هر دو راس مجاور، تمام يال هاي پيوندي به جز يكي را حذف نماييم ، به زير گراف فراگير ساده‌اي از G مي رسيم كه گراف ساده زمينهG ناميده مي شود.
فرض كنيد 
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، يك زير مجموعه ناتهي از V باشد. زير گرافي از G كه مجموعه راس هاي آن 
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 و مجموعه يال هايش برابر مجموعه يال هايي از Gباشد كه هر دو سر آنها در 
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 واقع است، زير گراف القاء شده توسط 
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 ناميده شده، با
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 نمايش داده مي‌شود. همچنين مي گوئيم 
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 يك زير گراف القاييG مي باشد. زير گراف القايي
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 نمايش داده مي شود، زير گرافي است كه با حذف راس هاي
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 و يال هاي واقع بر آنها، از G به دست مي آيد. اگر 
[image: image44.wmf]}

{

u

=

¢

V

 به جاي 
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 مي نويسيم 
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فرض كنيد كه
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يك مجموعه ناتهي از E باشد. زير گرافي از G كه مجموعه راس هاي آن ، برابر مجموعه راس هاي دو سريال هاي
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باشد، زير گراف القاء شده توسط 
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 ناميده شده ، با 
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 نمايش داده مي شود. همچنين مي گوئيم 
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 يك زيرگراف القايي يالي G مي باشد. زير گراف فراگيري از G كه مجموعه يال هاي آن 
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 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf]E

E

¢

\

باشد ، به طور ساده به صورت 
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 نوشته مي شود و مي توان آن را با حذف يال هاي 
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  به دست آورد. به طور مشابه گرافي كه با افزودن مجموعه يال هاي 
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 به دست مي آيد، با 
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 نمايش داده مي شود. اگر 
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 مي نويسيم 
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درجه راس ها:
درجه راس 
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در گراف 
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، برابر تعداد يال هاي واقع بر 
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مي باشد. در اين تعريف ،هر طوقه به عنوان دو يال شمرده مي شود.

كمترين و بيشترين درجه راس هاي G را به ترتيب با 
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 نمايش مي دهيم.

اثبات:

ماتريس وقوع M را در نظر بگيرند. مجموع داريه هاي سطر متناظر با راس 
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دقيقاً برابر 
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 است و بنابراين 
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 برابر مجموع تمام داريه هاي M مي باشد كه اين جمع برابر 
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مسيرها :
يك گشت از G دنباله نا صفر متناهي 
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 است به طوري كه جملات آن يك درميان از راس ها ويال ها بوده و به ازاي 
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 دو سر 
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 باشند. در اين صورت مي گوئيم w ، يك گشت از 
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 تا 
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 يا به عبارتي ديگر يك 
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 گشت است. راس هاي 
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 به ترتيب ابتدا و انتهاي w و 
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 راس هاي داخلي آن ناميده مي شود. همچنين عدد صحيح k را طول w مي ناميم.
اگر 
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 دوگشت باشند ، گشت 
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 را كه از به هم پيوستن 
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نمايش مي دهيم. يك قسمت از گشت 
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، گشتي است مانند 
[image: image87.wmf]j

j

i

i

i

e

e

u

u

u

...

1

1

+

+

، كه زير دنباله اي از جملات متوالي wمي باشد و اين زير دنباله را 
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اگر يال هاي 
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 در گذشت w متمايز  باشند، w يك گذرگاه ناميده مي شود. در اين حالت ، طول w برابر با 
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مي باشد. اگر علاوه بر يال ها ، راس هاي 
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 نيز متمايز باشند ، wيك مسير ناميده مي شود.
مي گوئيم دو راس uو 
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از G همبند يا متصلند، اگر يك (,u 
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G وجود داشته باشد . همبندي يك رابطه هم ارزي روي مجموعه راس هاي V تشكيل مي‌دهد. بنابراين افرازي از V به زير مجموعه هاي ناتهي 
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 وجود دارد كه در آن دو راس u و
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 همبندند اگر و تنها اگر u و 
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 هر دو متعلق به مجموعه 
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 يكساني باشند.
زير گراف هاي 
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 مولفه هاي G ناميده مي شود. اگر گراف G دقيقاً يك مولفه داشته باشد ، همبند است و در غير اين صورت ناهمبند خواهد بود. تعداد مولفه هاي G را با 
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 نمايش مي دهيم.
دورها:

مي گوئيم يك گشت ، بسته است ، اگر طول آن مثبت بوده ابتدا و انتهاي آن يكسان باشند. يك گذرگاه بسته كه ابتدا و راس هاي داخلي آن متمايز باشند، دور ناميده مي‌شود. همانند مسيرها، گاهي اوقات لفظ «دور» را به منظور اشاره به گرافي كه متناظر با يك دور است به كار مي بريم ، يك دور با طول kراk- دور مي ناميم.

يك k- دور بسته به اينكهk زوج يا فرد باشد ، يك دور زوج يا فرد مي ناميم. غالباً به 3- دور ، مثلث گفته مي شود.
يك گراف ، دو بخشي است اگر و تنها اگر هيچ دور فردي نداشته باشد.

اثبات: فرض كنيد G يك گراف دوبخشي با دو بخش XوY و 
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يك دور از G باشد. بدون اينكه از كليت مساله كاسته شود، مي توانيم فرض كنيم كه
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، در نتيجه به ازاي يك مقدار i داريم 
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 و بنابراين c زوج خواهد بود.

واضح است كه اثبات عكس ، براي گراف هاي همبند كافي است. فرض كنيد G يك گراف همبند باشد كه هيچ دور فردي ندارد يك راس دلخواه مانند
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 را انتخاب كرده، افزار (X,Y)  از V را به صورت زير تعريف مي كنيم.
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نشان خواهيم داد كه G يك گراف دوبخشي با دو بخش X و Y است فرض كنيد 
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دو راس X باشند.P را به عنوان كوتاهترين 
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 نشان مي دهيم. چون P و Q كوتاهترين مسير ها هستند، 
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 بايد از نظر زوج و فرد بودن ، يكسان باشند. از اينجا نتيجه مي شود كه طول 
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زوج است. بنابراين هيچ دو راسي در X مجاور نيستند. به طور مشابه هيچ دو راسي از Y نيز مجاور نخواهند بود.
كاربردها:

مساله كوتاهترين مسير:

فرض كنيد به هر يال e از G ، يك عدد حقيقي w(e) ، كه وزن آن ناميده مي شود. نسبت داده ايم. دراين صورت G به همراه وزن هاي روي يال هايش ، يك  گراف وزندار ناميده مي شود. گراف هاي وزندار در بسياري از كاربردهاي نظريه گراف ها پديدار مي شوند. به طور مثال در گراف دوستي ، وزن ها مي توانند نمايانگر ميزا علاقه و دوستي افراد باشند. در گراف ارتباطات، وزن ها مي توانند نشان دهنده هزينه ساخت يا نگهداري پيوندهاي ارتباطي باشند.
اگر H زير گرافي از يك گراف وزندار باشد، وزن هاي روي يال هاي آن يعني 
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 است. بسياري از مسايل بهينه سازي ، به يافتن يك زير گراف خاص با كمترين (يا بيشترين) وزن، در يك گراف وزندار منتهي مي شود. يك نمونه از اين مسايل ، مساله كوتاهترين مسير است كه به اين صورت تعريف مي شود: يك شبكه راه‌آهن ، تعدادي شهرهاي مختلف را به يكديگر متصل مي كند. كوتاهترين راه بين دو شهر مشخص را در اين شبكه پيدا نمائيد.

چيزي كه بايد به دنبال آن باشيم، يك مسير با كوتاهترين وزن است كه دو راس مشخص شده 
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واضح است كه بررسي مساله كوتاهترين مسير، براي گراف هاي ساده كافي است. بنابراين در اين قسمت فرض خواهيم كرد كهG ساده است. همچنين فرض مي كنيم كه تمامي وزن ها مثبت هستند، البته اين فرض يك محدوديت جدي محسوب نمي‌شود، زيرا اگر وزن يك يال صفر باشد، مي توان دو سر آن را روي يكديگر قرار داد. همچنين اين قرارداد را مي پذيريم كه اگر
[image: image130.wmf]E

u

Ï

u

 ، آنگاه
[image: image131.wmf]¥

=

)

(

u

u

w
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فرض كنيد كه S يك زير مجموعه سره از V باشد، به طوري كه 
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 مسير باشد. در نتيجه:
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اين فرمول ، اساس الگوريتم دايسترا محسوب مي شود، با شروع از مجموعه 
[image: image144.wmf]}

{

o

o

u

s

=

 دنباله افزايشي
[image: image145.wmf]1

1

,...

,

-

v

s

s

s

o

 از زير مجموعه هاي v را به اين طريق مي سازيم كه در پايان مرحلهi اُم ، كوتاهترين مسير از 
[image: image146.wmf]o

u

 تا تمام راس هاي 
[image: image147.wmf]i

s

 معين شده باشند.
مرحله نخست براي تعيين نزديك ترين راس به 
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بنابراين 
[image: image153.wmf])

,

(

o

o

s

u

d

به راحتي محاسبه مي گردد. اكنون قرار مي دهيم 
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مسير است. در حالت كلي اگر مجموعه 
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مسير مي رسيم.
در هر مرحله كوتاهترين مسير ها بر روي هم ، يك گراف همبند بدون دور را تشكيل مي دهند كه درخت ناميده مي شود. بنابراين مي توانيم اين الگوريتم را يك فرآيند «رشد يابنده درختي» به حساب آورده ، درخت نهايي، داراي اين خاصيت است كه براي هر راس 
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  الگوريتم دايستر فقط فاصله بين 
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   تا تمام راس هاي ديگر را تعيين مي كند و خود كوتاهترين    مسير ها را مشخص نمي نمايد، به هر حال مي توان اين كوتاهترين مسيرها را با نگهداري راس هاي سابق درخت و دنبال كردن آنها، به راحتي به دست آورد.

الگوريتم دايسترا نمونه اي از آن چيزي است كه ادمونذر آن را يك الگوريتم خوب ناميده است. يك الگوريتم نظريه گرافي، خوب است اگر تعداد مراحل محاسباتي مورد نياز براي پياده سازي آن روي هر گراف Gاز بالا توسط يك چند جمله اي بر حسب 
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 محدود شده باشد. يك الگوريتم كه پياده سازي آن ، نيازمند يك عدد نمايي از مراحل (مثلاً
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براي اينكه نشان دهيم الگوريتم دايسترا خوب است. دقت مي كنيم كه محاسبات انجام شده در كارهاي 2و3 از نمودار گردشي ، روي هم رفته ، به 
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  مقايسه نيازمندند. يكي از سوال هايي كه در مورد اين نمودار گردشي چندان دور از ذهن نسبت اين است كه چگونه مي توان فهميد يك راس به 
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تعلقدارد يا خبر (كادر1) دريفاس (در سال 1969) تكنيكي را براي انجام اين كار ارائه داده كه در مجموع به 
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 مقايسه نياز دارد. بنابراين اگر هر مقايسه يا عمل جمع را به عنوان يك واحد محاسباتي اصلي در نظر بگيريم، مجموع محاسبات مورد نياز براي اين الگوريتم تقريباً 
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گرچه مساله كوتاهترين مسير ، با يك الگوريتم خوب قابل حل است، ولي مسايل فراوان ديگري در نظريه گراف ها وجود دارند كه هيچ الگوريتم خوبي براي آنها در دست نيست.
                         فصل دوم

درخت ها:

گراف بي دور ، گرافي است كه هيچ دوري نداشته باشد. درخت يك گراف بي دور همبند است.

قضيه: درخت ، هر دو راس با يك مسير يكتا به يكديگر متصلند.

اثبات: از طريق تناقض. فرض كنيدG يك درخت باشد و دو 
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[image: image187.wmf]1

2

p

و

p

 در G وجود داشته باشند. از آن جايي كه 
[image: image188.wmf]1

2

p

و

p

 متمايزند، يالي مانند 
[image: image189.wmf]xy

e

-

 در
[image: image190.wmf]1

p

  وجود دارد كه در 
[image: image191.wmf]2

p

 نيست. از طرفي به وضوح گراف 
[image: image192.wmf]e

p

p

-

È

)

(

2

1

همبند است و بنابراين شامل يك 
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مسير مانند p مي باشد. اما در اين صورت P+e يك دور در گراف بي دور G خواهد بود كه اين يك تناقض است.
قضيه: اگر G يك درخت باشد در اين صورت 
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اثبات: از استقراء روي 
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اكنون فرض كنيد كه قضيه به ازاي تمامي در خت هاي با كمتر از
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 بي دور بوده و در نتيجه درخت هستند و در كدام كمتر از 
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پس:
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نتيجه هر درخت غير بديهي ، حداقل دو راس درجه يك دارد.

اثبات فرض كنيد G يك درخت غير بديهي باشد در اين صورت.


[image: image212.wmf]1

)

(

³

u

d
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همچنين از قضاياي 1-1 و2-2 نتيجه مي شود كه:


[image: image214.wmf]2

2

2

)

(

-

=

=

å

Î

n

e

u

d

V

v


در نتيجه درجه حداقل دو راس درختت برابر 1 است.
روش ديگري كه معمولاً براي اثبات نتيجه به كار مي رود اين است كه نشان دهيم راس هاي ابتدا و انتهاي بلندترين مسير در درخت غير بديهي، هر دو از درجه يك هستند.

يال هاي برشي و باندها:

يك يال برشي از G ، يالي مانندe است كه شرط 
[image: image215.wmf])
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 را برآورده سازد.

قضيه يال e يك يال برشي ازG است ، اگر و تنها اگرe درون هيچ دوري از G نباشد.
اثبات: فرض كنيدe يك يال برشي از G باشد. با توجه به شرط
[image: image216.wmf])
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 ، دو راس مانند  
[image: image217.wmf]u
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 وجود دارند كه در G به يكديگر متصلد، ولي در G-e متصل نيستند . بنابراين يك 
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- مسير مانند p در G وجود دارد كه الزاماً از e عبور مي كند. فرض كنيد xوy دو سر e باشند ودر pوx قبل از y قرار گرفته باشد. درG-e،u توسط قسمتي از p به 
[image: image219.wmf]u

 متصل مي باشد. اگر e درون يك دور مانند c قرار گرفته باشد، xوy در G-e توسط مسير C-e به يكديگر متصل خواهند بود و در نتيجه uو
[image: image220.wmf]u

 در G-e توسط مسير  C-eبه يكديگر متصل خواهند بود و در نتيجه uو 
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 در G-e متصل خواهند بود كه اين يك تناقض است.

بر عكس، فرض كنيد e=xy يك يال برشي از G نباشد. در اين صورت داريم: . 
[image: image222.wmf])

(

)

(

G

e

G

w

w

=

-

. چون يال xy يك –(x,y) مسير p در G-e وجود دارد. در نتيجه e درون دور p+e از G قرار خواهد داشت.

قضيه: يك گراف همبند درخت است، اگر و تنها اگر هر يال آن يك يال برشي باشد.

اثبات: فرض كنيدG يك درخت و e يك يال از G باشد. چون G بي دور است،e در هيچ دوري از G نيست و بنابراين طبق قضيه 2-3 ، يك يال برشي از G است. 
برعكس ، فرض كنيد G همبند بوده ولي درخت نباشد. بنابراين G شامل دوري مانند C خواهد بود.

راس هاي برشي:

راس 
[image: image223.wmf]u

 از G، يك راس برشي ناميده مي شود، اگر بتوان E را به دو زير مجموعه ناتهي 
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    طوري افراز كرد كه 
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 فقط در راس 
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يك راس برشي از G است اگر و تنها اگر شرط 
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 بر قرار باشد.
قضيه: راس 
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از درخت G ، يك راس برشي از G است اگر و تنها اگر 
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اثبات: اگر 
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، در اين صورت 
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راس برشي نيست.

اگر
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 يك گراف بي دور با 
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يال و در نتيجه يك درخت خواهد بود.بنابراين 
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و در نتيجه
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 يك يال برشي از G نيست.

اگر 
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 دو راس متمايز u و w وجود دارند كه با راس 
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مجاورند. مسير
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 مسير در G مي باشد. طبق قضيه 2-1 
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 مسيريكتا در G است. در نتيجه هيچ 
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 مسيري در 
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 وجود ندارد و داريم:
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. بنابراين 
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يك راس برشي از G است.
فرمول كيلي:
فرمول بازگشتي ساده و جالبي براي تعيين تعداد درخت هاي فراگير يك گراف وجود دارد.اين فرمول متضمن عمل انقباض يك يال است كه اينك به معرفي آن مي پردازيم. مي گوييم يال e ازG ، منقبض شده است، اگر آن يال حذف شده ، دو سر آن روي هم قرار گيرند. گراف به دست آمده با e .G نمايش داده مي شود.

روشن است كه اگر e يك يال پيوندي از G باشد، در اين صورت:
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بنابراين اگر T يك درخت باشد،T.e نيز يك درخت خواهد بود. تعداد درخت هاي فراگيرG را با 
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 نمايش مي دهيم.

قضيه: اگر e يك يال پيوندي از G باشد، داريم:
[image: image249.wmf])
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اثبات: از آنجايي كه هر درخت فراگيرG كه شامل e نباشد، يك درخت فراگير از G-e هم هست و بالعكس، بنابراين تعداد درخت هاي فراگير G كه شامل e نيستند، برابر 
[image: image250.wmf])
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 مي باشد.

همچنين هر درخت فراگير T ازG كه شامل e باشد ، متناظر با درخت فراگير T.e از G.e مي باشد. اين تناظر به روشني يك نگاشت دو سويي است شكل 7-2 را ملاحظه نماييد. بنابراين تعداد درخت هاي فراگير G كه شامل e هستند، دقيقاً برابر است با 
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از اينجا نتيجه مي شود كه:         
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كاربردها:

مساله ارتباطي دهي:

بك شبكه راه آهن كه تعدادي شهر را به يكديگر متصل مي كند، در دست احداث است. مي خواهيم داشتن هزينه 
[image: image253.wmf]ij
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  مربوط به احداث خط مستقيم بين شهرهاي 
[image: image254.wmf]j
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شبكه را طوري طراحي كنيم كه مجموع هزينه ساخت به كمترين مقدار خود برسد. اين مساله به مساله ارتباطي دهي مشهور است.
با در نظر گرفتن هر شهر به عنوان يك راس از گراف وزندار با وزن‌هاي
[image: image255.wmf]ij
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، مساله به يافتن يك زير گراف فراگير همبند با كمترين وزن ، يك درخت فراگير Tاز G مي باشد. درخت فراگير با كمترين وزن در يك گراف وزندار، درخت بهينه ناميده مي شود.

در ادامه با ارائه يك الگوريتم خوب براي يافتن درخت بهينه در يك گراف همبند وزندار غير بديهي ، به مساله ارتباط دهي پاسخ خواهيم داد.

ابتدا حالتي را در نظر بگيريد كه وزن تمام يال ها ، برابر با يك باشد. در اين صورت درخت بهينه ، يك درخت فراگير با كمترين يال هاي ممكن خواهد بود. ولي از آن جايي كه تمام درخت هاي فراگير يك گراف، تعداد يال هاي مساوي دارد در اين حالت خاص كافي است تنها يكي از درخت هاي فراگير گراف را بسازيم. يك لگوريتم استقرايي ساده براي يافتن چنين درختي به صورت زيراست:

1. يك يال پيوندي مانند 
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 را انتخاب كن.
2. اگر يال هاي
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 انتخاب شده اند، يال 
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به گونه اي انتخاب كن كه 
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 بي دور باشد.
3. در صورتي كه مرحله 2 ديگر قابل اجرا نيست، توقف كن.
از آنجايي كه يك زير گراف بي دور ماكزيمال از يك گراف همبند، الزاماً يك درخت فراگير است، الگوريتم فوق به درستي كار مي كند.
فصل سوم

همبندي:

در بخش‌هاي قبل مفهوم همبندي را معرفي كرديم. اينك به معرفي دو پارامتر از يك گراف مي‌پردازيم: همبندي و همبندي يالي‌گراف كه براي اندازه گيري ميزان هم‌بندي آن بكار مي‌روند.

يك برش راسي از G زير مجموعه‌اي مانند 
[image: image261.wmf]V
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از 
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 است به طوري كه 
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 ناهمبند باشد. يك برش راسي با 
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 عنصر را يك 
[image: image265.wmf]k
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 برش راسي مي‌ناميم. گراف كامل هيچ برش راسي ندارد.

در حقيقت تنها گراف‌هايي كه برش راسي ندارند ، آنهايي هستند كه زيرگراف فراگيري به صورت گراف كامل دارند. اگر G حداقل دو راس متمايز غير مجاور داشته باشد، همبندي G ، k(G) را به عنوان كوچكترين k اي تعريف مي‌كنيم كه به ازاي آن ، G يك –k برش راسي داشته باشد. در غير اين صورت k(G) برابر v-1 تعريف مي‌شود.

با توجه به مطالب بالا k(G)  در صورتي برابر صفر خواهد بود كه G بديهي يا ناهمبند باشد. اگر 
[image: image266.wmf]k
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 و G را –k همبند مي‌ناميم، بنابراين تمام گراف‌هاي همبند غير بديهي است.

يك برش يالي G ، زير مجموعه‌اي از E به شكل 
[image: image267.wmf]]
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 است كه در آن ، S يك زير مجموعه سره غير تهي از V مي‌باشد. يك برش يالي با K عنصر را يك –K برش يالي مي‌ناميم. اگر G غير بديهي و 
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 يك برش يالي از G باشد، آنگاه
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 ناهمبند خواهد بود . بنابراين همبندي يالي G ، 
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 را به عنوان كوچكترين K اي تعريف مي‌نماييم كه به ازاي آن ، G داراي يك –k برش يالي باشد. اگر G بديهي باشد
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 برابر صفر تعريف مي‌شود ، بنابراين 0=
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، اگر G بديهي يا ناهمبند باشد و همچنين 1=
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 ، اگر G  گراف همبند با يك يال برشي باشد . اگر
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، G را –k همبند يالي مي‌ناميم . بنابراين تمام گرافهاي همبند غير بديهي ، 1- همبند يالي هستند.

يك گراف همبند كه هيچ راس برشي ندارد ، بلوك ناميده مي‌شود. هر بلوكي كه حداقل سه راس داشته باشد ، 2- همبند است. يك بلوك از گراف ، زيرگرافي همبند و ماكزيمال از آن گراف است و هر گراف اجتماعي از بلوك‌هايش مي‌باشد.

يك خانواده از مسيرهاي G ، مسيرهاي مجزاي داخلي ناميده مي‌شوند اگر هيچ راسي از G ، به عنوان راس داخلي بيش از يك مسير از آن خانواده نباشد . قضيه زير متعلق به وايتني (1932) است.

قضيه : گراف G با شرط
[image: image275.wmf]3
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، 2- همبند است ، اگر و تنها اگر هر دو راسG حداقل توسط دو مسير مجزاي داخلي به يكديگر متصل باشند.

     كاربردها ‌  
ساخت شبكه‌هاي ارتباطي قابل اعتماد:

اگر گراف G نمايانگر يك شبكه ارتباطي باشد، همبندي (يا همبندي يالي) گراف ، نشان دهنده كمترين تعداد ايستگاههاي ارتباطي (يا پيوندهاي ارتباطي) خواهد بود كه از كار افتادن آن‌ها ارتباطات را در سيستم به مخاطره مي‌اندازد. هر اندازه كه همبندي يا همبندي يالي بيشتر باشد، شبكه قابل اعتمادتر خواهد بود. 

تعميم زير از مساله ارتباط دهي را در نظر مي‌گيريم:

 فرض كنيد k يك عدد صحيح مثبت و G يك گراف وزندار باشد، يك زيرگراف فراگير –k همبند با كمترين وزن در G معين نماييد.

به ازاي 1=k اين مساله به مساله ارتباط دهي تبديل مي‌شود.

به ازاي مقادير بزرگترk ، مساله حل نشده است و انتظار مي‌رود كه حل آن دشوار باشد.

به هر حال اگر G گراف كاملي باشد كه در آن به هر يال وزن واحد نسبت داده باشيم، مساله راه حل ساده‌اي خواهد داشت كه در زير آمده است.

روشن است كه در يك گراف كامل وزن‌دار با n راس كه به هر يال آن وزن واحد نسبت داده شده است يك زيرگراف فراگير –m همبند باكمترين وزن در حقيقت يك زيرگراف –m همبند و nراسي با كمترين تعداد يال ممكن است. كمترين تعداد يالهايي كه يك گراف –m همبند –n راسي مي‌‌تواند داشته باشد را 
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 نمايش مي‌دهيم. داريم:

(3-1)                                             
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نشان خواهيم داد كه در رابطه (3-1) تساوي برقرار است به اين ترتيب كه يك گراف –m همبند 
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 با 
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 راس مي‌سازيم به طوري كه دقيقاً
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 يال داشته باشد . ساختن 
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 بستگي به زوجيت 
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 و 
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 دارد . بنابراين سه حالت را در نظر مي‌گيريم:

حالت1) 
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 زوج باشد. اگر
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 آنگاه
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 گرافي خواهد بود با راسهاي 
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 كه در آن دو راس I و j متصلند ، اگر 
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 ( عمل جمع به پيمانه
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 انجام مي‌گيرد)

حالت 2) 
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 فرد و 
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 زوج باشد. اگر 
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 را اينگونه مي‌سازيم:

ابتدا 
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را رسم مي‌كنيم و سپس به ازاي 
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 يال‌هايي را كه راس i  را به راس
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 وصل مي‌كنند ، اضافه مي‌نماييم . 

حالت 3) 
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 هر دو فرد باشند. اگر 
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 را بدين صورت مي‌سازيم:

ابتدا
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 را رسم مي‌كنيم و سپس يالهايي را كه راس0 را به راسهاي 
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 وصل مي‌كنند و همچنين به ازاي 
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 يالهايي را كه راس i را به راس
[image: image305.wmf]2

1

+

+

n

i

 متصل مي‌كنند، اضافه مي‌نماييم .

تورهاي اويلري و دورهاي هميلتني

تورهاي اويلري

گذرگاهي كه از تمام يالهايG عبور كند، يك گذرگاه اويلري ناميده مي‌شود. اويلر اولين كسي بود كه وجود چنين گذرگاههايي را در گرافها مورد بررسي قرار داد. او در اولين مقاله‌اي كه در زمينه نظريه گراف منتشر شد [Euler;1736] نشان داد كه نمي‌توان با يك گشت در شهر ، از روي هر هفت پل كونيگسبرگ يك بار و فقط يك‌بار عبور كرد.

يك تور ازGگشت بسته‌اي است كه از هر يالG حداقل يك بار عبور مي‌كند. تور اويلري توري است كه از هر يال دقيقاً يك بار عبور مي‌كند (به عبارت ديگر ، يك گذرگاه اويلري بسته است). مي‌گوييم يك گراف اويلري است، اگر شامل يك تور اويلري باشد.

قضيه: يك گراف همبند ناتهي، اويلري است اگر و تنها اگر داراي هيچ راس فردي نباشد.

نتيجه: يك گراف همبند داراي گذرگاه اويلري است اگر و تنها اگر حداكثر دو راس فرد داشته باشد.

دورهاي هميلتني:

مسيري كه شامل تمام راس‌ هايG باشد، يك مسير هميلتني ازG ناميده مي‌شود. بطور مشابه ، يك دور هميلتني ازGدوري است كه شامل تمام راس‌هايG باشد. اين گونه مسيرها و دورها به افتخار هميلتن نامگذاري شده‌اند. او در نامه‌اي به دوست خود گريوز، به تشريح يك بازي رياضياتي روي دوازده‌وجهي پرداخت كه در آن يك نفر پنج ميخ كوچك را در پنج راس متوالي دلخواه قرار مي‌دهد و نفر دوم بايد مسير را طوري كامل كند كه يك دور فراگير تشكيل شود.

گرافي كه شامل يك دور هميلتني باشد، گراف هميلتني ناميده مي‌شود. دوازده‌وجهي هميلتني است (شكل 4-2الف را ملاحظه نماييد) در عوض گراف هر شل(شكل 4-2) ناهميلتني مي‌باشد، چون دو بخشي است و تعداد راسهاي آن فرد است.

برخلاف گرافهاي اويلري، تاكنون هيچ شرط لازم و كافي غير بديهي ، براي هميلتني بودن گرافها شناخته نشده است. در حقيقت مساله پيدا كردن اين چنين شرطي يكي از مهمترين مسائل حل نشده در نظريه گرافها مي‌باشد. 

ابتدا به بررسي يك شرط لازم ساده و در عين حال مفيد مي‌پردازيم:

قضيه اگرG هميلتني باشد ، آنگاه به ازاي هر زير مجموعه سره ناتهيS ازVداريم:
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اثبات: فرض كنيدCيك دور هميلتني ازG باشد، آنگاه به ازاي هر زيرمجموعه سره ناتهيS ازVداريم:        
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همچنينC-S يك زيرگراف فراگير ازG-Sاست. بنابراين:
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بدين ترتيب درستي قضيه نتيجه مي‌گردد.

                                            كاربردها

مساله پستچي چيني:

يك پستچي هر روز ، نامه‌ها را از اداره پست تحويل مي‌گيرد و پس از رسانيدن نامه‌ها به مقصد اداره پست برمي‌گردد. البته او بايد از تمام خيابانهاي حوزه خود حداقل يك‌بار بگذرد. با توجه به اين شرايط او مي‌خواهد مسيرش را به طريقي انتخاب كند كه كمترين طول ممكن را طي كند. اين مساله به مساله پستچي چيني مشهور است. زيرا اين مساله براي اولين بار توسط كوان (1962) رياضي‌دان چيني مورد بررسي قرار گرفت.

وزن تور
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 در يك گراف وزندار عبارت است از
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 در اين صورت ، واضح است كه مساله پستچي چيني به پيدا كردن يك تور با كمترين وزن در يك گراف همبند وزندار با وزن‌هاي نامنفي بر مي‌گردد. يك تور با اين ويژگي را تور بهينه مي‌ناميم.

اگرGاويلري باشد، آنگاه هر تور اويلري ازGيك تور بهينه خواهد بود . زيرا يك تور اويلري ، توري است كه از تمام يال‌ها دقيقاً يك بار عبور مي‌كند . در اين حالت مساله پستچي چيني به راحتي حل مي‌شود . زيرا الگوريتم خوبي براي اينكار توسط فلوري ارائه شده است. ([lucas;1921]     را ملاحظه نماييد). اين الگوريتم با دنبال كردن يك گذرگاه به ساختن تور اويلري مي‌پردازد، با اين شرط كه در هر مرحله يك يال برشي از زيرگراف دنبال نشده فقط در صورتي برداشته مي‌شود كه هيج انتخاب ديگر يوجود نداشته باشد.

الگوريتم فلوري:

1- يك راس دلخواه
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2- در صورتي كه گذرگاه 
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 انتخاب شده باشد، آنگاه يال 
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  به گونه‌اي انتخاب كن كه :

الف)
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  نباشد مگر اينكه انتخاب ديگري باقي نمانده باشد.

3- در صورتي كه مرحله (2) ديگر قابل اجرا نيست، توقف كن.

الگوريتم فلوري بنابر تعريف آن ، يك گذرگاه در
[image: image320.wmf]G

  مي‌سازد.

مساله فروشنده دوره‌گرد:

يك فروشنده دوره‌گرد مي‌خواهد به چند شهر سركشي كند و سپس به نقطه اولش برگردد. با داشتن زمان مسافرت بين شهرها اين فروشنده چگونه برنامه مسافرت خود را تنظيم كند بطوري كه هر شهر را دقيقاً يك بار ملاقات كند و زمان مسافرت او به كمترين حد ممكن باشد؟ اين مساله به مساله فروشنده دوره‌گرد مشهور است. به زبان گرافها ، هدف ما پيدا كردن يك دور هميليتني با كمترين وزن در يك گراف كامل وزندار مي‌باشد. اين چنين دوري را يك دور بهينه مي‌ناميم. برخلاف مساله كوتاهترين مسير و مساله ارتباط‌دهي تا كنون هيچ الگوريتم كارايي براي حل مساله فروشنده دوره‌گرد شناخته نشده است. بنابراين در اين بخش منظور اصلي يافتن روشي است كه يك جواب نسبتاً خوب( ولي نه الزاماً بهينه) به ما بدهد . در ادامه نشان خواهيم داد كه چگونه مي‌توان برخي از نظريه‌هاي قبلي را براي رسيدن به اين منظور مورد استفاده قرار داد.

يك روش ممكن اينست كه ابتدا يك دور هميلتني Cپيدا كنيم و سپس با تغيير مناسب ‍‍C، به دنبال يك دور ديگر با وزن كمتر بگرديم . شايد ساده ترين راه اين تغيير بصورت زير باشد:

فرض كنيد
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 . در اين صورت به ازاي هرi وj بطوري كه
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 ، مي‌توانيم با حذف يالهاي
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 دور هميلتني جديد را   
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بدست آوريم. اگر به ازاي برخي مقادير و داشته باشيم: 
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آنگاه دور
[image: image329.wmf]ij
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 ، بهبود يافتهC محسوب مي‌گردد. پس از انجام دنباله‌اي از تغييرات فوق ، دوري باقي خواهد ماند كه ديگر با اين روش قابل بهبود نخواهد بود. اين دور نهايي غالباً بهينه نيست، ولي مي‌توانيم فرض كنيم كه در اكثر موارد، جواب بدست آمده نسبتاً خوب است. براي دقت بيشتر مي‌توان فرايند فوق را چندين بار، با شروع  از دورهاي متفاوت تكرار نمود.

فصل چهارم

تطابق‌ها:

زير مجموعه M از E يك تطابق در G ناميده مي شود. اگر عضوهاي آن ، يال هاي پيوندي بوده، هيچ دوتاي آنها در G مجاور نباشند و اين طوربيان مي شود. كه دو سريال هاي M تحت M مطابق شده اند. اگر يالي از M مجاور راس 
[image: image330.wmf]u

 باشد، مي‌گوييم M راس 
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  را آلوده كرده است و 
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 را نيز M- آلوده مي ناميم، در غير اين صورت 
[image: image333.wmf]u

،M – نا آلوده ناميده مي شود.
اگر هر راس G،M – آلوده باشد، تطابق M كامل است. M يك تطابق ماكزيمم است اگر هيچ تطابق
[image: image334.wmf]M
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 با شرط 
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 درG وجود نداشته باشد. به وضوح هر تطابق كامل ماكزيمم نيز هست.

فرض كنيدM يك تطابق در G باشد. يك مسير M- متناوب در G ، مسيري است كه يال هاي يك درميان در E\M و M باشند. مسير M- افزوده يك مسير M- متناوب است كه ابتدا و انتهاي آن M- ناآلوده مي باشند. 
قيضه : تطابق M در G يك تطابق ماكزيمم است اگر و تنها اگر G شامل هيچ مسير M- افزاده‌اي نباشد
تطابق ها و پوشش ها در گراف هاي دو بخشي:

به ازاي هر مجموعه S از راس هاي G مجموعه تمام راس هاي مجاور به راس هاي S را مجموعه همسايه S در G مي ناميم و آن را با NG(S) نمايش مي دهيم. حال فرض كنيد كه G يك گراف دوبخشي با دو بخش Y و X باشد.

در بسياري از كاربردها ، پيدا كردن تطابقي از G كه تمام راس هاي X راآلوده كند، مورد نظر ماست؛ مساله تخصيص شغل كه در بخش بعد به آن خواهيم پرادخت، نمونه‌اي از اين مسائل است. شرط لازم و كافي براي وجود چنين گراف هايي نخستين بار توسط هال (1935) ارائه شده است.

قضيه5-2: فرض كنيد G يك گراف دوبخشي با بخش هاي XوY باشد. دراين صورت G داراي تطابق كاملي است كه تمام راس هاي X را آلوده مي كند اگر و تنها اگر داشته باشيم:

(5-2)                                    
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نتيجه: اگرG يك گراف دوبخشي –k منتظم با شرط 
[image: image338.wmf]o
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 باشد ، در اين صورت داراي يك تطابق كامل است.

گاهي اوقات نتيجه: را قضيه ازدواج هم مي ناميد، از آن جايي كه مي توان آن را پرآب و تاب تر به اين صورت بيان كرد: اگر در يك دهكده هر دختر دقيقاً k پس و هر پسر دقيقاً k دختر را بشناسد، آنگاه هر دختر مي تواند با يك پسر كه مي شناسد ازدواج كند. و همچنين هر پسر هم مي تواند با هر دختري كه مي شناخته ازدواج نمايد.

يك پوشش از گرافG، زير مجموعه‌اي مانند K از Vاست به طوري كه حداقل يك سر هر يال GياK باشد. پوشش K را پوشش مينيمم مي ناميم اگر هيچ پوشش 
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در G با شرط 
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 وجو نداشته باشد.

اگر K يك پوشش و M يك تطابق از G باشد، در اين صورت Kشامل حداقل يك سر از هر يال M است. بنابراين، به ازاي هر تطابق  Mو هر پوشش K داريم: 
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 . به ويژه اگر 
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 يك تطابق ماكزيمم و 
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 باشد. يك پوشش مينيمم باشد. داريم:
 (5-5)        
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به طور كلي دررابطه (5-5) تساوي برقرار نيست. را ملاحظه نماييد.) ولي اگر G دوبخشي باشد، 
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 . اين نتيجه كه متعلق به كونيگ(1931) است ارتباط نزديكي با قضيه هال دارد. قبل از اين كه اثبات آن را ذكر كنيم، يك لم ساده و در عين حال مهم را از نظر مي گذرانيم.
لم 5-3 فرض كنيد M يك تطابق و K يك پوشش با شرط 
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باشد. در اين صورت M يك تطابق ماكزيمم و K يك پوشش مينيمم است.

اثبات: اگر 
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 يك تطابق ماكزيمم و
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يك پوشش مينيمم باشد. آنگاه بنابر(5-5) داريم:
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از طرفي با توجه به تساوي
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 داريم: 
[image: image351.wmf]|

|

|

|

|

|

|

~

|

*

=

=

M

M

و

K

K


تطابق كامل:

يك شرط لازم و كافي براي وجود تطابق كامل در يك گراف توسط تات (1947) ارائه شده است.

با توجه به زوج يا فردبودن تعداد راس هاي يك مولفه ، آن مولفه را زوج يا فرد مي‌ناميم.تعداد مولفه‌هاي فرد G را با o(G) نمايش مي دهيم.

قضيه : G داراي تطابق كامل است اگر و تنها اگر 

(5-6)                          
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نتيجه: هر گراف 3- منظم بدون يال برشي ،داراي يك تطابق كامل است.
                                       رنگ آميزي يالي
عددرنگي يالي: 

يكk- رنگ آميزي يالي
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 از گراف بدون طوقه G عبارت است از تخصيص k رنگ 2،1،... وk به يال‌هاي G . اگر در رنگ آميزي 
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يكk - رنگ آميزي يالي را مي توان به عنوان افزار 
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[image: image357.wmf]i

E

برابر مجموعه اي (احتمالاًتهي) از يال هاي E است كه داراي رنگ i مي باشند . در اين صورت يك k- رنگ آميزي يالي مجاز ،يك k- رنگ آميزي يالي 
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 است. 

اگرG داراي k- رنگ آميزي يالي مجاز باشد ، آن را k- رنگ  پذير يالي مي نامند. مسلماً هر گراف بدون طوقه 
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 رنگ پذير يالي است و اگر –k,G رنگ پذيريالي باشد ، به ازاي هر
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 رنگ پذير يالي نيز هست . عددرنگي يالي
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 براي يك گراف بدون طوقهG  ، برابر با كوچكترين k اي است كه به ازاي آن G،k- رنگ پذير يالي مي باشد . اگر 
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باشد ،G را k- رنگي يالي مي نامند . به راحتي مي توان كه گراف شكل 6-1 داراي هيچ 3- رنگ آميزي يالي مجاز نيست . بنابراين گراف مزبور 4- رنگي يالي است.

 واضح است كه در هر رنگ آميزي يالي مجاز ، يال هاي واقع بر يك رأس بايد داراي رنگ هاي متفاوت باشند درنتيجه داريم :
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قضية: اگر G دوبخشي باشد آنگاه
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اثبات فرض كنيد g يك گراف با
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قضية ويزينگ: 

همان طور كه قبلا اشاره شد ، اگر G دوبخشي نباشد ، الزاماً نمي توانيم نتيجه بگيريم كه
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قضية 6-2 اگر G ساده باشد در اين صورت يا 
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اثبات فرض كنيد كه G يك گراف ساده باشد با اتكا به رابطة (6-1) كافي است كه فقط نشان دهيم كه 
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– رنگ آميزي يالي بهينه از Gوu رأسي باشد كه به ازاي آن
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[image: image396.wmf]1

u

u

 با
[image: image397.wmf]2

2

i

و

u

u

 با 
[image: image398.wmf]3

i

 به يك
[image: image399.wmf])

1

(

+

D

-

رنگ آميزي يالي بهبود يافته مي رسيم . در نتيجه يالي مانند 
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آشكارنشده است .
از آنجايي كه درجة  uمتناهي است يك عدد صحيح مينيمم همانند
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اينك G را بدين طريق رنگ آميزي مجدد مي نمائيم : به ازاي 
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رنگ آميزي مي كنيم تا 
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به دست آيد،واضح است كه :
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رنگ آميزي بهينه از G است . طبق لم6-1-2 مؤلفة 
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كه شامل uاست ، دور فرد است.

اكنون به ازاي
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به دست آيد ( شكل 6-2ج) . همانند بالا داريم: 
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 كه شامل u است ، يك دور فرد مي باشد . چون درجة
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برابر با2 است ، درجةآن در 
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بايد برابر با 1 باشد كه اين تناقض است . 

ويزينگ در حقيقت قضية كلي تري از آنچه در بالا ديديم ، اثابت نمود كه اي قضيه براي تمامي گراف هاي بدون طوقه صادق است . بيشترين تعداد يال هايي كه دو رأس G را به يكديگر متصل مي كنند تكرّر G ناميده با 
[image: image433.wmf])

(

G

m

نمايش مي دهيم . اكنون مي‌توانيم قضية ويزينگ را در حالت كلي خود بيان كنيم : 

اگر Gگرافي بدون طوقه باشد ، آنگاه
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به ازاي هر u ،گرافي مانند g وجود دارد كه در آن تساوي 
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                                             كاربردها

مسأله زمان بندي:
در يك مدرسة  mآموزگار 
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[image: image438.wmf]i

ij

X

P

,

ساعت به كلاس 
[image: image439.wmf]j

Y

مي خواهيم يك برنامة درسي كامل با كمترين تعداد ساعت ها طراحي نمائيم .

مسألة فوق به مسألة زمانبندي مشغول است ومي توان با استفاده از نظرية رنگ آميزي يالي گراف ها ، به طور كامل به آن پاسخ داد براي اين كار يك گراف دوبخشي G را با بخش هاي XوYدر نظر مي گيريم كه در آن
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متصل است . مي دانيم كه يك آموزگار در هر ساعت مي تواند حداكثر به يك كلاس درس بدهد ويك كلاس در هر ساعت مي تواند حداكثر يك آموزگار داشته باشد . بنابراين طرح درسي براي يك ساعت ، متناظر با يك تطابق در گراف است و برعكس هر تطابق متناظر بايك حالت ممكن براي تخصيص آموزگاران به كلاسها در يك ساعت مي باشد در نتيجه ، مسأله هاعبارت است از افراز يال هاي G كه كمترين تطابق هاي ممكن يا به عبارت ديگر اينكه G را با كمترين رنگ هاي ممكن به صورت مجاز رنگ آميزي مي نمائيم . از آنجائي كه G دوبخشي است، مي دانيم كه 
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بنابراين اگر هيچ آموزگاري پيش از P ساعت درس ندهد واگر هيچ كلاسي بيش از P ساعت درس نداشته باشد ، مي توانيم برنامة درسي را به صورت يك جدول زماني P ساعتي طرح ريزي نمائيم.

در حالت كلي ممكن است مسأله به اين سادگي نباشد . مثلاً فرض كنيد كه تعداد اتاق هاي درسي محدود باشد . بااين محدوديت اضافي ، تعداد ساعت هاي مورد نياز براي طراحي يك برنامة درسي كامل چقدر خواهد بود ؟ 

فرض كنيد روي هم رفته 
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لم : فرض كنيد كه M  وN دوتطابق مجزا از Gبا شرط
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اثبات:گراف
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 را در نظر بگيريد همانند آنچه در اثبات قضية 5-1 ديديم ، هر مؤلفه از H يا يك دور زوج است كه يال هاي آن يك در ميان در NوM هستند يا يك مسير است كه يال هاي آن متناوباًدرMوN قرار دارند. چون
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در اين صورت 
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 تطابق هائي از G هستند كه در شرط هاي لم صدق مي كنند.

قضية :اگر G يك گراف دوبخشي باشرط
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(6-5)                           
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(شرط(6-5) اين نكته را بيان مي كند كه اختلاف اندازه تطابق هاي
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به عنوان مثال فرض كنيد كه چهار آموزگار وپنج كلاس داريم وتعداد ساعت هاي تدريس هر آموزگار به هر كلاس توسط ماتريس
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در شكل 6-4 الف مشخص شده است . يك برنامةدرسي 4 ساعتي براي اين مثال در شكل 6-4 به نشان داده شده است.
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كلاس درس داشته باشند .فرض كنيد كه
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يك برنامةدرسي 4ساعتي طراحي كنيم كه در آن فقط به 3اتاق درس نياز داريم
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