تابع
در ریاضیات ، تابع رابطه‌ای است که رابطه بین اعضای یک مجموعه را با اعضایی از مجموعه‌ای دیگر (شاید یک عضو از مجموعه) را بیان می‌کند. نظریه درباره تابع یک پایه اساسی برای خیلی از شاخه‌های ریاضی به حساب می‌آید. مفاهیم تابع ، نگاشت و تبدیل معمولاً مفاهیم مشابه‌ای هستند. عملکرد ها معمولاً دو به دو بین اعضای تابع وارد عمل می‌شوند.
تعریف تابع 

در ریاضیات تابع عملکردی است که برای هر ورودی داده شده یک خروجی منحصر بفرد تولید می‌کند معکوس این مطلب را در تعریف تابع بکار نمی‌برند. یعنی در واقع یک تابع می‌تواند برای چند ورودی متمایز خروجیهای یکسان را نیز تولید کند. برای مثال با فرض y=x2 با ورودیهای 5- و 5 خروجی یکسان 25 را خواهیم داشت. در بیان ریاضی تابع رابطه‌ای است که در آن عنصر اول به عنوان ورودی و عنصر دوم به عنوان خروجی تابع جفت شده است. 

به عنوان مثال تابع f(x)=x2 بیان می‌کند که ارزش تابع برابر است با مربع هر عددی مانند x
[image: image195.png]



در واقع در ریاضیات رابطه را مجموعه جفتهای مراتب معرفی می‌کنند. با این شرط که هرگاه دو زوج با مولفه‌های اول یکسان در این رابطه موجود باشند آنگاه مولفه‌های دوم آنها نیز یکسان باشد. همچنین در این تعریف خروجی تابع را به عنوان مقدار تابع در آن نقطه می‌نامند. مفهوم تابع اساسی اکثر شاخه‌های ریاضی و علوم محاسباتی می‌باشد. همچنین در حالت کلی لزومی ندارد که ما بتوانیم فرم صریح یک تابع را به صورت جبری آلوگرافیکی و یا هر صورت دیگر نشان دهیم. 

فقط کافیست این مطلب را بدانیم که برای هر ورودی تنها یک خروجی ایجاد می‌شود در چنین حالتی تابع را می‌توان به عنوان یک جعبه سیاه در نظر گرفت که برای هر ورودی یک خروجی تولید می‌کند. همچنین لزومی ندارد که ورودی یک تابع ، عدد و یا مجموعه باشد. یعنی ورودی تابع را می‌توان هر چیزی دلخواه در نظر گرفت البته با توجه به تعریف تابع و این مطلبی است که ریاضیدانان در همه جا از آن بهره می‌برند. 

تاریخچه تابع 

نظریه مدرن توابع ریاضی بوسیله ریاضیدان بزرگ لایب نیتر مطرح شد همچنین نمایش تابع بوسیله نمادهای (y=f(x توسط لئونارد اویلر در قرن 18 اختراع گردید، ولی نظریه ابتدایی توابع به عنوان عملکرهایی که برای هر ورودی یک خروجی تولید کند توسط جوزف فوریه بیان شد. برای مثال در آن زمان فوریه ثابت کرد که هر تابع ریاضی سری فوریه دارد.

چیزی که ریاضیدانان ما قبل اوبه چنین موردی دست نیافته بودند، البته موضوع مهمی که قابل ذکر است آنست که نظریه توابع تا قبل از بوجود آمدن نظریه مجموعه‌ها در قرن 19 پایه و اساس محکمی نداشت. بیان یک تابع اغلب برای مبتدی‌ها با کمی ابهام همراه است، مثلا برای توابع کلمه x را به عنوان ورودی و y را به عنوان خروجی در نظر می‌گیرند ولی در بعضی جاها y,x را عوض می‌کنند. 

ورودی تابع 

ورودی یک تابع را اغلب بوسیله x نمایش می‌دهند. ولی زمانی که ورودی تابع اعداد صحیح باشد. آنرا با x اگر زمان باشد آنرا با t ، و اگر عدد مختلط باشد آنرا با z نمایش می‌دهند. البته اینها مباحثی هستند که ریاضیدانان برای فهم اینکه تابع بر چه نوع اشیایی اثر می‌کند بکار می‌رود. واژه قدیمی آرگومان قبلا به جای ورودی بکار می‌رفت. همچنین خروجی یک تابع را اغلب با y نمایش می‌دهند در بیشتر موارد به جای f(x) , y گفته می‌شود. به جای خروجی تابع نیز کلمه مقدار تابع بکار می‌رود. خروجی تابع اغلب با y نمایش داده می‌شود. ولی به عنوان مثال زمانی که ورودی تابع اعداد مختلط باشد، خروجی آنرا با "W" نمایش می‌دهیم. (W = f(z 

تعریف روی مجموعه‌ها 

یک تابع رابطه‌ای منحصر به فرد است که یک عضو از مجموعه‌ای را با اعضای مجموعه‌ای دیگر مرتبط می‌کند. تمام روابط موجود بین دو مجموعه نمی‌تواند یک تابع باشد برای روشن شدن موضوع ، مثالهایی در زیر ذکر می‌کنیم:
[image: image1.png]the function

6 = x2






این رابطه یک تابع نیست چون در آن عنصر 3، با دو عنصر ارتباط دارد. که این با تعریف تابع متناقص است چون برای یک عنصر از مجموعه، دو عنصر در مجموعه موجود است 

این رابطه یک تابع یک به یک است. چون به ازای هر x یک y وجود دارد. 

تعریف ساخت یافته تابع 

بطور ساخت یافته یک تابع از مجموعه x به مجموعه y بصورت f:x→y نوشته می‌شود و به صورت سه تایی مرتب ( (x,y,G(f) نمایش داده می‌شود. بطوری که (G(f زیر مجموعه‌ای از حاصلضرب کارتزین xy می‌باشد. با این شرط که به ازای هر x در X یک Y متعلق به Y نسبت داد شود. با این شرط زوج مرتب (x,y) را در داخل (G(f می‌پذیریم. در این حالت نیز X را به عنوان دامنه f و y را به عنوان برد fو (G(f را به عنوان نمودار و یا گراف تابع F در نظر می‌گیرند.
مفهوم تابع
دید کلی 

مفهوم تایع یکی از مهم ترین مفاهیم علم ریاضی بوده و به همان اندازه در ریاضی اهمیت دارد که مفهوم مجموعه دارد. اغلب، می گویند تابع، کمیت متغیری است که از کمیت متغیر دیگر تبعیت می کند. برای توزیع "معمولی"، مانند: 

Y=sinx ,y=x2 , y=a+bx 

والی آخر، این تعریف کاملا مناسب می باشد. ممکن است اگر توابع دیگری، مانند: y=sin2x+cos2x 

را در نظر بگیریم، می بینیمی که مقادیر آن تابعه دیگر تغییر نمی کند و بنابراین دیگر کمیت متغیری که از کمیت x تبعیت کند، وجود نداد. 

تعریف تایع: 

تناظری که به هر عنصر x از یک مجموعه x فقط و فقط یک عنصر y از یک مجموعه y رانسبت را دهد، تایع گویند. توابع را با حروف f یا حروف کوچک خطی لاتین نشان می دهیم. 

مفهوم تابع از دیدگاه دیگری 

از طرفی، تحت عنوان کمیت "چیزهایی" را در نظر می گیرند که آنها همه با هم قابل مقایسه باشند. یعنی "چیزهایی که" بین آن ها روابط "بیشتر" و "کم تر" و.جود دارد. 

در صورتی که در ریاضیات، توابعی نیز مطالعه می شود که برای آنها این روابط تعیین نشده است، مثلا به عنوان مثال از اعداد کمپلکس (مختلط) یا به طور کلی از عناصر یک مجموعه دلخواه می توان اسم برد. توجه دقیق نشان می دهد که در مفهوم تابع وابستگی تغییرات به تغییرات متغیر مستقل آنم اندازه مهم نیست که تناظر بین مقادیر متغیر مستقل و مقادیر تابع مهم می باشد. به خصوص اگر به خاطر بیاوریم که تمامی اطلاعات راجع به تابع، می تواند از بیان گرافیکی آن استخراج گردد، و در نتیجه نباید فرض بین بیان گرافیکی تابع و خود تابع قائل شده و از طرفی 

رافیک تابع مجموعه نقاطی است که هر یک از آن ها با دو مختصات y,x یعنی با (x,y) مشخص میگرند. بدین ترتیب به نظر می رسد که در تعریف تابع، مناسب است از آن خصوصیات مجموعه زوج های مرتب استفاده گردد که ویژه گرافیک تابع باشند. 

قلمرو و برد تابع: 

مجموعه x را قلمرو تابع و مجموعه y را برد تابع f می نامند. تابعf را از مجموعه x به مجموعه y را معمولا به صورت f:x→y y=f(x) 

نشان می دهند. 

مثال هایی از تابع: 

1) تبدیل درجه فارنهایت به سانتیگراد را در نظر می گیریم برای هر عدد حقیقی x، درجه فارنهایت معادل است با: 

درجه سانتیگراد. 

فرض می کنیم y,x هر دو عدد مجموعه اعداد حقیقی باشند، در نتیجه این عمل، به هر عنصر x از مجموعه
 Xعنصر یگانه f(x) از مجموعه y را نظیر می کند. اگر داشته باشیم: 

پس نتیجه می گیریم برای هر مقدار x یک مقدار x از منحصر بفردی y موجود است. 

f(32)=0 f(68)= 0 f(212)=0 

مفهوم تابع برای سه تایی مرتب: 

اگر در نظر بگیریم که خود متناظر به توسعه 3- تایی مرتب مجموعه هایی است که9 جزو اول آن زیر مجموعه از حاصل ضرب مستقیم جز دوم و سوم آن می باشد و بین عناصر این حاصل ضرب زوج هایی که اجزا اول آنها یکسان و اجزا دوم آن ها متفاوت باشند. وجود ندارد، یعنی اگر (x,z),(x,y) عناصر حاصلضرب مستقیم باشند، آنگاه y=z خواهد بود. بنابراین طبق تعریف: 

3- تایی (f,x,y) را تابع گویند، هر گاه: 

(1) باشد. 

(2) F زوج هایی نداشته باشد که اجزا اول ان ها یکسان و اجزا دوم آن ها متقارن باشند. 

گراف تابع: 

در تابع f:X→Y مجموعه تمامیزوج هائی که اجزای اول آن ها را عناصر مجموعه X و اجزای دوم آن ها را تصویر عناصر مجموعه X تشکیل می دهند، گراف تابع خواهد بود. 

مفاهیم مربوط به تابع: 

برای توابع مفاهیمی مانند "گراف تابع"، "ناحیه مبدا تابع"، "ناحیه تعریف تابع"، "ناحیه مقادیر تابع" ظاهر می شود چون برای تابع، ناحیه تعریف با ناحیه مبدا منطبق می شود، بدین جهت برای تابع فقط ناحیه تعریف را به تنهایی به کار می برند. تابه f را با ناحیه تعریف x ناحیه مقصد y تابعی را "نوع x→y" می نامند. 

تعبیر هندسی تابع: 

f تابع است اگر خطی موازی محور y ها رسم کنیم منحنی تابع را فقط و فقط در یک نقطه قطع کند. یعنی به ازای یک y فقط و فقط یک x داشته باشیم.

خواص توابع
· زوج یا فرد باشند.
توابع زوج و فرد:
فرض کنید f تابعی با دامنه [image: image2.bmp] با شد و برای هر[image: image3.png]re Dy



  آنگاه[image: image4.png]—r €Dy



  باشد(در اصطلاح دامنه تابع f متقارن باشد). در این صورت:
تابع f را زوج می گوییم هرگاه: [image: image5.png]VYre Dy f(—z) = f(z)




تابع f را فرد می گوییم هرگاه: [image: image6.png]Vr < Dy : f(—x)

—f(x)




اگر هیچ یک از شرایط فوق برقرار نباشد تابع را نه زوج و نه فرد می گوییم. 

توجه کنید که شرط اولیه اینکه تابعی بتواند زوج یا فرد باشد این است که دامنه اش متقارن باشد یعنی:
[image: image7.png]VeeDsj:rxe Dy = —xr €Dy




و اگر شرط فوق برقرار نباشد در مورد زوج یا فرد بودن تابع بحث نمی شود.(چرا؟)
به عنوان مثال تابع[image: image8.png]


تابعی است نه زوج و نه فرد چرا که دامنه اش برابر است با[image: image9.png]R—{1}



 که متقارن نمی باشد چون 1- عضو دامنه بوده ولی 1 عضو دامنه نمی باشد و شرط اولیه برای زوج یا فرد بودن تابع برقرار نمی باشد.
به عنوان مثال تابع [image: image10.png]


 تابعی زوج است چرا که اولا وامنه اش مجموعه اعداد حقیقی بوده پس متقارن است و همچنین داریم:
[image: image11.png]



و همچنین تابع[image: image12.png]


  تابعی فرد است چرا که دامنه اش مجموعه اعداد حقیقی بوده و متقارن است و همچنین:
[image: image13.png](—x) =

—(-r)=-2"4+zr=—(2"—-2) =

—f(x)




تابع[image: image14.png]flx)=2"4+1



  هم تابعی نه زوج و نه فرد است زیرا:(البته شرط اولیه یعنی متقارن بودن دامنه برقرار است) [image: image15.png]


  که در هیچ یک از شراط تابع زوج یا فرد صدق نمی کند.
بررسی زوج و فرد بودن تابع از روی نمودار تابع:
از نظر هندسی نمودار تابع زوج نسبت به محور y ها متقارن است. 

برهان: می دانیم در تقارن یک نقطه نسبت به محور y ها مولفه y ثابت و مولفه x قرینه می شود پس[image: image16.png]


  زمانی نسبت به محور y ها متقارن است که با تبدیل x به x- تابع تغییری نکند. پس در چنین تابعی داریم: [image: image17.png]


 که این همان تعریف تابع زوج است. 

به عنوان مثال نمودار تابعی که در بالا زوج بودنش را نشان دادیم به این صورت است:
[image: image18.png]



مشاهده می کنید این تابع نسبت به محور Y ها متقارن است. 

از نظر هندسی نمودار تابع فرد نسبت به مبدا مختصات متقارن است. 

برهان: می دانیم در تقارن یک نقطه نسبت به مبدا همه مولفه ها قرینه می شوند. پس تابع [image: image19.png]


هنگامی نسبت به مبدا متقارن است که با تبدیل x به x- تابع از (‌f(x به (‌f(x- تغییر کند. پس در چنین تابعی داریم: [image: image20.png]


 که این همان تعریف تابع فرد است. 

به عنوان مثال نمودار تابعی که در بالا فرد بودنش را بررسی کردیم به این صورت است:
[image: image21.png]



مشاهده می شود این تابع نسبت به مبدا متقارن است. 

تابعی که هیچ یک از این ویژگی ها را نداشته باشد نه زوج و نه فرد است. به عنوان مثال نمودار های زیر نمونه ای از نمودار های توابع نه زوج و نه فرد است:
[image: image22.png]


[image: image23.png]



از معروف ترین توابع نه زوج و نه فرد می توان به تابع هموگرافیک و تابع لگاریتم اشاره کرد.
حال ممکن است این سوال پیش بیاید که آیا تابعی وجود دارد که هم زوج و هم فرد باشد؟
اگر چنین تابعی موجود باشد خاصیت زوج بودن و فرد بودن را با هم دارد. فرض کنید تابع[image: image24.png]


  با دامنه [image: image25.bmp] دارای چنین خاصیتی باشد و  [image: image26.png]VeeDy= —xr <Dy




داریم:
[image: image27.png]VYre Dy f(—z) = f(z)




[image: image28.png]Vr < Dy : f(—x)

—f(x)




حال با جمع کردن طرفین:
[image: image29.png]= f(—z) — f(—z)= f(z)+ f(z) = 2f(z) =0= f(z) =0




پس تابع [image: image30.png]


 (محور Xها) تنها تابعی است که هم زوج و هم فرد است و نمودار آن به این صورت است:
[image: image31.png]



مشاهده می کنید که نمودار این تابع هم نسبت به مبدا مختصات و هم نسبت به محور Y ها متقارن است پس هم زوج و هم فرد است.
چند خاصیت از توابع زوج و فرد:
برهان: باید نشان دهیم: 

[image: image32.png]



چون f و g دو تابع زوج هستند طبق فرض داریم: 

[image: image33.png]



پس: 

[image: image34.png]



لذا تابع fog زوج است به همین روش می توان نشان داد gof هم زوج است.
اگر f و g دو تابع فرد باشند آنگاه ترکیبشان یعنی fog(یا gof) هم تابعی فرد است.
برهان: باید نشان دهیم: 
[image: image35.png]



چون f و g دو تابع فرد هستند داریم: 

[image: image36.png]



پس: 

[image: image37.png]



لذا تابع fog تابعی فرد است. به همین روش می توان اثبات نمود gof هم تابعی فرد است.
ترکیب دو تابع که یکی زوج و دیگری فرد باشد همواره تابعی زوج است.
برهان: فرض می کنیم f تابعی زوج دلخواه و g تابعی فرد دلخواه باشد. نشان می دهیم تابع حاصل از ترکیب این دو تابع تابعی فرد است. 

طبق فرض داریم: 

[image: image38.png]



ابتدا نشان می دهیم تابع fog تابعی فرد است. 

[image: image39.png]



پس fog تابعی زوج است. حال نشان می دهیم که gof هم زوج است. 

[image: image40.png]



پس gof تابعی زوج است. لذا حکم برقرار است.
[image: image41.png](f+9)@), (f - 9)@), (f9) (), (5)(1)




اگر f و g تابعی زوج باشند آنگاه توابع حاصل از اعمال جبری این دو تابع یعنی: هم توابعی زوج هستند.(در هر حالت می توان جای fو g را با هم عوض نمود) 

(البته در مورد تقسیم دو تابع باید در نظر داشت که حکم فوق همواره کلی نمی باشد و به دامنه مخرج بستگی دارد، چرا که ممکن است شرط متقارن بودن تابع حاصل از تقسیم برقرار نباشد.)
برهان: برای نمونه یک حالت زوج بودن[image: image42.png]


  را اثبات می کنیم. سایر حالات به طریقی مشابه اثبات می شوند. چون f و g دو تابع زوج هستند داریم:
[image: image43.png]



پس: 

[image: image44.png](f+g)(=2)=f(-x)+g(—2)= flx)+ g(x)=(f+ g)(x)




لذا تابع f+g تابعی زوج است.
اگر f و g دو تابع فرد باشند آنگاه تابع [image: image45.png]


 تابعی فرد و سایر حالات یعنی: [image: image46.png](fo)@, (D)@



توابعی زوج هستند. 

(در هر حالت می توان جای f و g را عوض کرد) 

(البته در مورد تقسیم دو تابع باید در نظر داشت که حکم فوق همواره کلی نمی باشد و به دامنه مخرج بستگی دارد، چرا که ممکن است شرط متقارن بودن تابع حاصل از تقسیم برقرار نباشد.)
برهان: ابتدا نشان می دهیم [image: image47.png]


 تابعی فرد است. چون دو تابع f و g توابعی فرد هستند داریم: 

[image: image48.png]



پس: 

[image: image49.png]



[image: image50.png]



لذا دو تابع مذکور فرد می باشند. 

حال نشان می دهیم دو تابع[image: image51.png](fo)@, (D)@



  زوج می باشند. 

[image: image52.png]



[image: image53.png]



(اثبات فوق در باره تقسیم دو تابع با فرض مساعد بودن دامنه f/g برای زوج و فرد بودن نوشته شده است)

پس دو تابع مذکور زوج می باشند.
اگر f تابعی زوج و g تابعی فرد باشد آنگاه  [image: image54.png]


تابعی نه زوج و نه فرد بوده و توابع [image: image55.png]A
(f-9)@), 5(1)



توابعی فرد می باشند.
برهان: ابتدا به بررسی تابع[image: image56.png]


  پردازیم. چون f زوج و g فرد است داریم: 

[image: image57.png]



پس: 

[image: image58.png](f+g9)(=2)= f(=2)+g(—2) = f(x) — g(x)




[image: image59.png]



پس دو تابع فوق در شرایط تابع زوج یا فرد صدق نمی کنند لذا نه زوج و نه فرد هستند. 

حال نشان می دهیم در تابع  [image: image60.png]A
(f-9)@), 5(1)



فرد هستند: 

[image: image61.png]



[image: image62.png]



(اثبات فوق در باره تقسیم دو تابع با فرض مساعد بودن دامنه f/g برای زوج و فرد بودن نوشته شده است)

پس دو تابع فوق فرد می باشند.
توابع چند متغیره 

یک تابع ممکن است بیشتر از یک متغیر داشته باشد برای مثال[image: image63.png]flz,y,2)



  یک تابع از f است که دارای سه پارامتر x,y,z است که یک ارزش را برای تابع تولید می‌کنند. از توابع چند متغیره می‌توان به قانون جاذبه نیوتن اشاره کرد که در آن دو جرم با متغیر[image: image64.bmp]  و[image: image65.bmp]  و نیز یک متغیر برای فاصله هر جرم به نام[image: image66.bmp]  در آن وجود دارد.
[image: image67.png]



ترکیب تابع ها
ترکیب تابعها 

راه مهم دیگری برای ساختن تابعهای جدید از دو یا چند تابع مفروض، ترکیب کردن تابعهاست.
مثلا تابع [image: image68.png]


از دو تابع ساده‌تر[image: image69.png]


 «ترکیب شده» است می‌توان آن را به شکل زیر نوشت . 

[image: image70.png]


(بخوانید اچ‌جی‌اکس)
همین‌طور[image: image71.png]


ترکیبی از سه تابع [image: image72.png]


است. پس
[image: image73.png]



تابع [image: image74.png]1
= f(x) = sin—




از دو تابع[image: image75.png]



ترکیب شده است. تابع [image: image76.png]


 به ازای[image: image77.png]


  تعریف نمی‌شود زیرا عبارت[image: image78.png]B



  به ازای[image: image79.png]


  معنایی ندارد. نمودار این تابع جالب توجه از روی نمودار سینوس به دست می‌آید. می‌دانیم به ازای[image: image80.png]


  (هر عدد صحیح مثبت یا منفی) داریم  . [image: image81.png]sin =z

0



 علاوه بر آن اگر[image: image82.bmp] عدد صحیح دلخواهی باشد،
[image: image83.png]z=@renT

z :(41%1)%




پس
[image: image84.png]T Wk +nr

“

T Wk -pr




اگر متوالیاً قرار دهیم [image: image85.png]k=1

12,34,



آنگاه چون مخرجهای این کسرها به طور نامحدود افزایش می‌یابند، مقادیری از[image: image86.bmp] که به ازای آنها تابع [image: image87.png]sin=



 مقادیر 1 و 1- و 0 را می‌گیرد، نزدیک و نزدیکتر به نقطه [image: image88.png]



 تجمع می‌کنند. بین هر چنین نقطه‌ای و مبدا، باز تابع بینهایت نوسان خواهد داشت.
تابع همانی
می دانیم یک رابطه همانی روی مجموعه A رابطه ای است که برای هر عضو از مجموعه A چون a تنها شامل زوج مرتب [image: image89.png]


 باشد و هیچ زوج مرتبی با مولفه های متمایز نداشته باشد. این رابطه را به این صورت تعریف می کنیم:
[image: image90.png]Iy ={(a,a)la € A}




این رابطه روی مجموعه A یک تابع است که به آن تابع همانی می گوییم. این تابع هر عضو از دامنه خود را به خودش متناظر می کند. اگر f تابعی همانی از مجموعه A در A باشد، آن را به این صورت تعریف می کنیم:


[image: image91.png]{(a,a)|la € A}




پس ضابطه تابع همانی [image: image92.png]f:A—=A



 به این صورت است:
[image: image93.png]VreA: flz)=1z




اثبات تابع بودن رابطه همانی: 

اگر f رابطه همانی روی مجموعه A به صورت مقابل باشد: [image: image94.png]f={lz,z)|x € A}



 برای اثبات تابع بودن این رابطه کافی است نشان دهیم:
[image: image95.png]Vo, 10 €A1y =10= f(r1) = f(13)




واضح است که:
[image: image96.png]=1y = f(z1

flzy)




پس این رابطه تابع است. 

از آنجا که معمولا در حساب دیفرانسیل و انتگرال با اعداد حقیقی و توابع حقیقی کار می کنیم معمولا تعریف زیر را برای تابع همانی استفاده می کنیم: 

تابع [image: image97.png]


 را با ضابطه [image: image98.png]


 تابع همانی می گوییم. 

نمودار این تابع بسته به دامنه تابع می تواند نیمساز ربع اول و سوم یا قسمتی از آن باشد. 

اگر دامنه این تابع مجموعه اعداد حقیقی باشد نمودار این تابع نیمساز ربع اول و سوم خواهد بود که در زیر نمودار آن را مشاهده می کنید:
[image: image99.png]



بررسی ویژگی های تابع همانی: 

تابع همانی تابعی است که معکوس آن با خودش برابر است.
برهان: کافی است نشان دهیم اگر[image: image100.png]


  آنگاه [image: image101.png]


 برای اثبات از روش یافتن وارون(معکوس) تابع استفاده می کنیم: 

[image: image102.png]fOF
(z)) =
=zr=f
T
V=1




مشاهدی می شود معکوس این تابع با خودش برابر است. 

این مطلب از نظر هندسی هم واضح است چرا که می دانیم برای یافتن نمودار معکوس تابع می توان نمودار آن تابع را نسبت به نیمساز ربع اول و سوم قرینه نمود، حال آنکه قرینه تابع همانی نسبت به نیمساز ربع اول و سوم همان نیمساز ربع اول و سوم(خود تابع) است که نشان می دهد معکوس این تابع با خودش برابر است.


تابع همانی تابعی فرد است.
برهان: باید نشان دهیم  [image: image103.png]



داریم: 

[image: image104.png]



همچنین نمودار این تابع نسبت به مبدا مختصات متقارن است که دلیل بر فرد بودن این تابع است.
تابع همانی تابعی یک به یک و پوشا است پس می توان گفت این تابع یک تابع دو سویی(تناظر یک به یک) است.
برهان: ابتدا نشان می دهیم این تابع، تابع یک به یک است: 

به این منظور باید نشان دهیم:
[image: image105.png]Vi, € Dy i f(xy) = f(x2) = 21 =1




اگر [image: image106.png]flzy) = flzz)



 باشد طبق تعریف داریم: [image: image107.png](1, 21)



 و از این عبارت نتیجه می شود که: [image: image108.png])



. پس رابطه همانی یک تابع یک به یک است. 

حال نشان می دهیم این تابع پوشا است یعنی برای هر عضو در برد تابع عضوی متناظر در دامنه وجود دارد که آن عضو در دامنه به آن عضو در برد نظیر می شود. با توجه به اینکه برد و دامنه این تابع مجموعه اعداد حقیقی است باید نشان دهیم:
[image: image109.png]Yy € Ry,3x € Dy : f(x





[image: image110.png]YyeRs: fx)=y=y




و چون دامنه و برد این تابع برابر است می توان گفت x یافت شده (برای هر y) در دامنه وجود دارد. پس تابع [image: image111.png]


 پوشا است. 

حال چون تابع همانی هم یک به یک و هم پوشا است می توان گفت این تابع دو سویی است.
یادآودی: تابع f را دوسویی با تناظر یک به یک می گوییم هرگاه یک به یک و پوشا باشد.
تابع ثابت
تابع [image: image112.png]


 را تابع ثابت می گوییم هر گاه برد آن یک مجموعه تک عضوی باشد. به عبارت دیگر تابع ثابت هر عضو از دامنه خود را تنها به یک مقدار ثابت متناظر می کند. 

پس ضابطه تابع ثابت f از مجموعه A در مجموعه B را می توان به این صورت نوشت [image: image113.png]



که در آن c مقداری ثابت و همان برد تابع f است. 

به عنوان مثال[image: image114.png]


 تابع یک تابع ثابت است که هر عضو از دامنه خود(مجموعه اعداد حقیقی) را به عدد ثابت 2 متناظر می کند و عدد دو همان برد تابع است. 

نمودار پیکانی زیر نحوه عملکرد تابع ثابت را نشان می دهد:
[image: image115.png]



مشاهده می شود این تابع هر عضو از دامنه(A) خود را به یک مقدار ثابت c متناظر می کند. 

به عبارت دقیق تر تابع فوق یک تابع ثابت از مجموعه A به مجموعه تک عضوی {c} است که می توان این مطلب را اینگونه نوشت: 

تابع[image: image116.png]


  با ضابطه  [image: image117.png]



به دلیل اینکه در حساب دیفرانسیل و انتگرال معمولا با توابع حقیقی و اعداد حقیقی کار می کنیم تابع ثابت معمولا به این صورت تعریف می شود: 

تابع [image: image118.png]


 با ضابطه[image: image119.png]


  را تابعی ثابت می گوییم. این تابع هر عدد حقیقی را به یک مقدار ثابت چون c متناظر می کند. 

نمودار تابع یک تابع ثابت همواره یک خط موازی محور X ها است. به عنوان مثال نمودار تابع ثابت[image: image120.png]


  به این صورت است:
[image: image121.png]



بررسی ویژگی های توابع ثابت: 

توابع ثابت توابعی غیر یک به یک می باشند.
برهان: تابع ثابت [image: image122.png]


 هر عضو از دامنه خود را به C متناظر می کند پس: [image: image123.png]Vry, x5 € Dy : f(x1) = ¢, f(x2) = ¢, (21 # 12)



 که این نشان می دهد تابع ثابت یک به یک نمی باشد چرا که دو زوج مرتب با مولفه اول متمایز و با مولفه دوم یکسان در آن یافت می شود.
توابع ثابت معکوس پذیر نمی باشند.
برهان: می دانیم شرط لازم و کافی برای اینکه تابعی معکوش پذیر باشد این است که یک به یک باشد. حال آنکه تابع ثابت یک به یک نمی باشد. پس معکوس پذیر هم نمی باشد. به عبارت دیگر عمل معکوس یک تابع ثابت دیگر یک تابع نمی باشد.
تابع ثابت [image: image124.png]


 تابعی پوشا است.
برهان: تابع ثابت [image: image125.png]


 را در نظر بگیرید. برای اثبات پوشا بودن باید نشان داد: 

[image: image126.png]Yy € Ry,3x € Dy : f(x





حال در تابع ثابت داریم:  [image: image127.png]VreDs: f(z)=c




که این نشان می دهد برای هر عضو از برد یعنی C یک عضو از دامنه چون x وجود دارد که x به C متناظر شود یا به عبارتی [image: image128.png]


 که این دلیل بر پوشا بودن f است.
تابع ثابت زوج می باشند به استثنای تابع [image: image129.png]


 که هم زوج و هم فرد است.
برهان: تابع ثابت [image: image130.png]


 را در نظر بگیرید. دامنه این تابع مجموعه اعداد حقیقی است. لذا شرط اولیه زوج یا فرد بودن تابع یعنی متقارن بودن دامنه را دارا است. [image: image131.png]Vr e Dy : f(—x)=c= f(x)



 پس تابع مذکور زوج است. 

حال تابع[image: image132.png]


  را در نظر بگیرید. داریم: 

[image: image133.png]Vre Ds: f(—x





همچنین می توان نوشت: 

[image: image134.png]VreDy: f(—x





پس تابع مذکور هم در شرط زوج بودن و هم در شرط فرد بودن تابع صدق می کند پس هم زوج و هم فرد است.
تابع متناوب
توابع متناوب 

توابعی را که در طول زمان تکرار می‌شوند، توابع متناوب می‌گویند. این منحنی ها به صورت موج سینوسی یا کسینوسی هستند یعنی می‌توانند در فواصل زمانی معین تکرار گردند. به صورت نادقیق تابعی از اعداد حقیقی متناوب نامیده می‌شود، هرگاه مقادیر آن در فواصل معین تکرار شوند. 

تابع [image: image135.png]


متناوب است اگر عددی حقیقی و غیر صفر مانند m باشد بطوری که: 

برای هر[image: image136.bmp] از دامنه ی ،[image: image137.bmp] عنصر [image: image138.png]r+m



 نیز عضوی از دامنه ی[image: image139.bmp]  باشد. 

برای هر[image: image140.bmp]  از دامنه، شرط [image: image141.png]flz)= f(z+m)



 برقرار باشد. 

در این تعریف [image: image142.bmp] یک دوره ی تناوب تابع متناوب [image: image143.bmp] نامیده می شود. 

با توجه به رابطه 1 در تعریف فوق ، به سادگی دیده می‌شود که دامنه تعریف هر تابع متناوب باید بی‌کران باشد. به عبارت دیگر همه توابعی که دارای دامنه محدود هستند نامتناوب می‌باشند. 

دوره تناوب اصلی 

در تابع متناوب [image: image144.png]


 عدد حقیقی غیر صفر[image: image145.bmp]  که برای هر [image: image146.bmp] از دامنه تابع، در شرط [image: image147.png]flz)= f(z+m)



 صدق کند یک دوره تناوب تابع، و کوچکترین مقدار مثبت[image: image148.bmp] (در صورت وجود) دوره تناوب اصلی نامیده می‌شود. 

نکته: با توجه به دو تعریف بالا به روشنی دیده می‌شود که هر مضرب صحیح غیر صفر از هر دوره تناوب یک تابع متناوب نیز می‌تواند دوره تناوبی از آن تابع باشد. 

مثالهایی از توابع متناوب 

در تابع[image: image149.png]


  هر عدد صحیح غیر صفر یک دوره تناوب و عدد 1 دوره تناوب اصلی می‌باشد. 

تابع [image: image150.png]


 که در آن  عدد حقیقی ثابت می‌باشد، دارای دوره تناوب اصلی نیست ولی هر عدد حقیقی غیر صفر می‌تواند دوره تناوب آن باشد. 

تابع [image: image151.png]


 را که توسط [image: image152.png]flty=1



 اگر [image: image153.bmp] گویا باشد و[image: image154.png]


  اگر  اصم باشد، در نظر می‌گیریم. به ازای هر عدد حقیقی [image: image155.bmp]و هر عدد گویای [image: image156.bmp] داریم: [image: image157.png]flt)y=f(t+m)



 بنابراین f متناوب، و هر عدد گویا یک دوره تناوب آن می‌باشد.
ویژگیهای توابع متناوب 

اگر تابع [image: image158.png]


 متناوب باشد، برای هر[image: image159.bmp]  حقیقی غیر صفر، توابع [image: image160.png]y = f(mzx)



 و [image: image161.png]y=f(zx+m)



 نیز متناوب خواهند بود و در صورتی که تابع[image: image162.png]


  دارای دوره تناوب اصلی برابر با[image: image163.bmp]  باشد، توابع [image: image164.png]y = f(mzx)



 و [image: image165.png]y=f(zx+m)



 دارای دوره های تناوب اصلی به ترتیب برابربا [image: image166.png]Ell



 و [image: image167.bmp] خواهند بود. 

اگر تابع [image: image168.png]


 متناوب باشد، آنگاه برای هر[image: image169.bmp]  و [image: image170.bmp] صحیح غیر صفر، توابع [image: image171.png]y= f(z)™



 و [image: image172.png]


 نیز متناوب خواهند بود. 

اگر[image: image173.bmp] تابعی متناوب با دوره تناوب [image: image174.bmp] باشد، آنگاه به ازای هر عدد حقیقی [image: image175.bmp] و هر عدد صحیح [image: image176.bmp] داریم: 
[image: image177.png]f(t) = f(t +na)




از این رو مقادیرد یک تابع متناوب با دوره تناوب[image: image178.bmp]، روی هر فاصله با طول [image: image179.png]


 تکرار می‌گردند. نتیجه: اگر [image: image180.bmp] تابعی متناوب با دوره تناوب [image: image181.bmp] باشد، آنگاه متناوب با دوره[image: image182.bmp] تناوب  به ازای هر عدد صحیح و غیر صفر نیز هست. 

دوره تناوب اصلی توابع سینوس و کسینوس مساوی با[image: image183.bmp]  است. 

توابع مثلثاتی 
[image: image184.png]smn
tan = —
cos




[image: image185.png]



[image: image186.png]sec=—
cos




[image: image187.png]csc=—
sin




متناوب با دوره تناوب[image: image188.bmp]  هستند. 

دوره تناوب اصلی هر یک از توابع[image: image189.bmp]  و [image: image190.bmp] برابر [image: image191.bmp] و دوره تناوب اصلی هر یک از توابع [image: image192.bmp] و [image: image193.bmp] برابر[image: image194.bmp]  است.
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