انتگرال 

· محاسبه انتگرال 

· تقریب انتگرالهای معین 

· تعریف های انتگرال 

· سایتهای مرتبط 

· پیوندهای خارجی


در حساب دیفرانسیل و انتگرال ، از انتگرال یک تابع برای عمومیت دادن به محاسبه مساحت ، حجم ، جرم یک تابع استفاده می شود. فرایند پیدا کردن جواب انتگرال را انتگرال گیری گویند.البته تعاریف متعددی برای انتگرال گیری وجود دارد ولی در هر حال جواب مشابه ای از این تعاریف بدست می آید. انتگرال یک تابع مثبت پیوسته در بازه (a,b) در واقع پیدا کردن مساحت بین خطوط x=0 , x=10 و خم منفی F است . پس انتگرال F بین a و b در واقع مساحت زیر نمودار است. اولین بار لایب نیتس نماد استانداری برای انتگرال معرفی کرد و به عنوان مثال انتگرال f بین a و b رابه صورت 
 INCLUDEPICTURE "http://daneshnameh.roshd.ir/mavara/img/daneshnameh/math/c053036f54379b8376f9a6c39dd6a2bf.png" \* MERGEFORMATINET 


نشان می دهند علامت ،انتگرال گیری از تابع f را نشان می دهند ،aو b نقاط ابتدا و انتهای بازه هستند و f تابعی انتگرال پذیر است و dx نمادی برای متغیر انتگرال گیری است. 

	[image: image2.jpg]




	انتگرال یک تابع مساحت زیر نمودار آن تابع است. 



از لحاظ تاریخی dx یک کمیت بی نهایت کوچک را نشان می دهد. هر چند در تئوریهای جدید، انتگرال گیری بر پایه متفاوتی 
پایه گذاری شده است به عنوان مثال تابع f را بین x=0 تا x=10 در نظر بگیرید ،مساحت زیر نمودار در واقع مساحت مستطیل خواهدبود که بین x=0 ،x=10 ،y=0 ،y=3 محصور شده است یعنی دارای طول 10 و عرض 3است پس مساحت آن برابر 30 خواهد بود . 

اگر تابعی دارای انتگرال باشد به آن انتگرال پذیر گویند و تابعی که از انتگرال گیری از یک تابع حاصل می شود تابع اولیه گویند . اگر انتگرال گیری از تابع در یک محدوده خاص باشند به آن انتگرال معین گویند که نتیجه آن یک عدد است ولی اگر محدوده آن مشخص نباشد به آن انتگرال نامعین گویند. 



محاسبه انتگرال 


اکثر روش های اساسی حل انتگرال بر پایه قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال بنا نهاده شده است که بر طبق آن داریم: 

1.f تابعی در بازه (a,b) در نظر می گیریم . 
2.پاد مشتق f را پیدا می کنیم که تابعی است مانند f که و داریم: [image: image3.png]



3.قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال را در نظر می گیریم: 

[image: image4.png][ $ydz = F(t) - F(a)





بنابراین مقدار انتگرال ما برابر [image: image5.png]F(b) — F(a)



خواهد بود. 

به این نکته توجه کنید که انتگرال واقعاً پاد مشتق نیست (یک عدد است) اما قضیه اساسی به ما اجازه می دهد تا از پاد مشتق برای محاسبه مقدار انتگرال استفاده کنیم . 
معمولاً پیدا کردن پاد مشتق تابع f کار ساده ای نیست و نیاز به استفاده از تکنیکهای انتگرالگیری دارد این تکنیکها عبارتند از : 

· انتگرال گیری بوسیله تغییر متغیر 

· انتگرال گیری جزء به جزء 

· انتگرال گیری با تغییر متغیر مثلثاتی 

· انتگرال گیری بوسیله تجزیه کسرها 


روش هایی دیگر نیز وجود دارد که برای محاسبه انتگرالهای معین به کار می رود همچنین می توان بعضی از انتگرال ها با ترفند هایی حل کرد برای مثال می توانید به انتگرال گاوسی مراجعه کنید . 



تقریب انتگرالهای معین 

	[image: image6.png]




	محاسبه سطح زیر نمودار بوسیله مستطیل هایی زیر نمودار.
هر چه قدرعرض مستطیل ها کوچک میشوندمقدار دقیق تری
از مقدار انتگرال بدست میآید. 




انتگرال هایی معین ممکن است با استفاده از روش های انتگرال گیری عددی ،تخمین زده شوند.یکی از عمومی ترین روش ها ،روش مستطیلی نامیده می شود در این روش ناحیه زیر نمودار تابع به یک سری مستطیل تبدیل شده و جمع مساحت آنها نشان دهنده مقدار تقریبی انتگرال است. 
از دیگر روش هایی معروف برای تخمین مقدار انتگرال روش سیمپسون و روش ذوزنقه ای است. اگر چه روش های عددی مقدار دقیق انتگرال را به ما نمی دهند ولی در بعضی از مواقع که انتگرال تابعی قابل حل نیست یا حل آن مشکل است کمک زیادی به ما می کند . 



تعریف های انتگرال 


از مهم ترین تعاریف در انتگرال می توان از انتگرال ریمان و انتگرال لبسکی(lebesgue) است. انتگرال ریمان بوسیله برنهارد ریمان در سال 1854 ارئه شد که تعریف دقیقی را از انتگرال ارائه می داد تعریف دیگر را هنری لبسکی ارائه داد که طبق این تعریف شرایط تعویض پذیری حد و انتگرال با شرط مساوی ماندن عبارت، ارائه می کرد. 
از دیگر تعاریف ارائه شده در زمینه انتگرال میتوان به انتگرال riemann-stieltjes اشاره کرد. پس به طور خلاصه سه تعریف زیر از مهمترین تعاریف انتگرال میباشند: 

· انتگرال ریمان 

· انتگرال لبسکی 

· انتگرال riemann-stieltjes 

جدول انتگرالها 


انتگرال گیری یکی از دو عامل اساسی در حسابان میباشد و از آنجائیکه برخلاف مشتق گیری، غیر-جزیی می باشد، جداول انتگرالهای شناخته شده اغلب مفید می باشند. این صفحه عمل معکوس مشتق گیری های معمول را فهرست نموده است؛ یک فهرست کاملتر را میتوانید در فهرست انتگرالها)) بیابید. 

ما از C برای یک مقدار ثابت دلخواه در انتگرال گیری استفاده مینماییم، که در صورتی قابل تعیین خواهد بود که اطلاعی از مقدار انتگرال در نقطه‌ای داشته باشیم. لذا هر تابع تعداد نامحدودی انتگرال دارد. 
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این معادلات صرفا در شکل دیگری در جدول مشتقات بیان شده‌اند. 




انتگرالهای معین 


توابعی وجود دارند که عمل معکوس مشتق گیری را برای آن توابع نمی توان در شکل بسته نمایش داد. بهرحال، مقادیر انتگرالهای محدود این گونه توابع را میتوان در فاصله های متعارف محاسبه نمود. ذیلا، تعداد کمی از انتگرالهای محدود ارائه شده‌اند. 

:[image: image31.png]'/Dm\/ie"dr:%ﬁ



 
:[image: image32.png]


 
:[image: image33.png]


 
:[image: image34.png]


 
:[image: image35.png]sin(z) oW reosin(z)
/D - dr:iTE)\()/D e




انتگرال ریمان 

· مجموع ریمان : 

· مثال :
· انتگرال ریمان: 

· تعریف انتگرال ریمان:
· همچنین ببینید:
	
	

پیدا کردن مساحت
هاشور خورده 
	[image: image36.jpg]10









همان طور که می توانیم پیدا کردن مساحت زیر یک نمودار منحنی، کار ساده ای نیست. چونسطح زیر منحنی یک شکل منظم نیست پس هیچ فرمول تعریف شده ای برای پیدا کردن مساحت آن وجود ندارد. بنابراین ما به دنبال راهی برای حل این مشکل هستیم. 
حال به دنبال راهی برای تخمین مساحت زیر منحنی هستیم.یکی از این راهها استفاده از مجموعه ای از مستطیلها است. ابتدا بازه به چندین جزء بوسیله انتخاب چهار نقطه [image: image37.png]


تا [image: image38.png]


روی محور xها تقسیم می کنیم. و عرض مستطیل ها را بر این نقاط بنا می کنیم.(همانند شکل) با جمع مساحت مستطیل ها می توان مساحت زیر نمودار را تخمین زد. 
برای محاسبه ارتفاع مستطیل ها، نقطه ای مانند [image: image39.png]


را انتخاب می کنیم. ارتفاع ما به [image: image40.png]


نزدیک خواهد بود. 

	[image: image41.jpg]IR L]




	



ولی این ارتفاع دقیق نیست. بنابراین نقطه ای مانند [image: image42.png]


بین های[image: image43.png]


 متوالی انتخاب می کنیم. در این حالت [image: image44.png]


مقدار دقیق تری را اختیار می کند. اگر [image: image45.png](r;+1) —z;




تعریف کنیم در این صورت جمع مساحت مستطیل ها برابر خواهد بود با 
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مجموع ریمان: 
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مجموع مساحت مستطیل های که ما برای تخمین مساحت زیر منحنی استفاده می کنیم. مجموع ریمان نامیده می شود. حال با مثالی این مجموع را توضیح می دهیم: 


تابع: 

	[image: image48.png]atan(z).sin(z)
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نقاط شروع و پایان بازه:
[image: image49.png]


و [image: image50.png]



تعداد مستطیل ها (یا تعداد بازه ها)
: 

[image: image51.png]






با استفاده از مجموع ریمان: [image: image52.png]) Ay

AL





خواهیم داشت: 

11.924959 =مقدار دقیق مساحت 
11.8740138= مساحت محاسبه شده 

بین مجموع ریمان و مقدار دقیق جواب اگر مقایسه ای انجام دهید 
در این صورت مقدار خطای با برابر خواهد بود با: 

	[image: image53.png]eract| = 0.0!







همانطور که مشاهده شد مستطیل ها به صورت رندومی تولید شده اند و تعداد آنها محدود است. حال به نظر شما اگر تعداد مستطیلها یعنی nرا افزایش دهیم و مستطیل ها، حالت منظم به خود بگیرند چه اتفاقی خواهد افتاد.البته توجه کنید که nهای مختلف، مجموع ریمان مختلفی تولید می کنند. 

	[image: image54.jpg]





مثال : 
می خواهیم مجموع ریمان برای مساحت زیر نمودار منحنی[image: image55.png]flz)=2"""



 دربازه [image: image56.png]


را پیدا کنیم 
1) بازه را به 5 قسمت، از[image: image57.png]


 تا[image: image58.png]


 تقسیم می کنیم: 
2) عرض مستطیل ها را پیدا می کنیم. 

[image: image59.png]



[image: image60.png]Ty — Iy




تا
[image: image61.png]2 — x5






3) نقاط [image: image62.png]


را در بین [image: image63.png]


ها برای پیدا کردم ارتفاع مستطیل که برابر با[image: image64.png]


 خواهد بود، قرار می دهیم در این صورت: 

[image: image65.png]hy = f(e1)




[image: image66.png]hy = f(es)




تا
[image: image67.png]hs = fles)








4) پیدا کردن مساحت 5 مستطیل: 

[image: image68.png]Ay = fle).Ay



تا [image: image69.png]As = f(es).As



را پیدا میکنیم. 

5) مساحت های بدست آمده را با هم جمع می کنیم: 

	[image: image70.png]l
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انتگرال ریمان: 

	[image: image71.png]




	این شکل همگرایی مجموع ریمان
را نشان میدهدهر چه قدر بازه ها کوچکتر
و تعداد مستطیلها بیشتر میشود
مقدار O(حد مجموع بالا)و U (حد مجموع پایین)
به مقدار اصلی مساحت نزدیک خواهد شد. 




ممکن است تا اینجا به این نکته رسیده اید که هر چه قدرعددn (یعنی تعداد مستطیلها) بیشتر باشد مجموع ریمان به یک عدد ،همگرا میشود. یعنی حد گرفتن از مجموع ریمان وقتی که n بسیار بزرگ است مساحت زیر نمودار را به ما می دهد. 


تعریف انتگرال ریمان: 
اگر f تابعی باشد که دربازه[image: image72.png]


 تعریف شده است در این صورت مجموع ریمان تابعf در بازه [image: image73.png]


وقتی که n به سمت بی نهایت می رود،همگرا به یک مقدار محدود مانند Aخواهد بود. 
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محاسبه انتگرال به روش سیمپسون 

· پایه 

· روش 

· همچنین ببینید: 

· پیوند خارجی


در محاسبات علمی، به ندرت انتگرال معین از روش های یافتن تابع اولیه محاسبه می شود هر چند که این روش ها ممکن است برای یافتن فرمول های مناسب مفید واقع شوند. دو دلیل ساده برای این امر وجود دارد، یکی اینکه بسیاری از تابع های اولیه را نمی توان به حسب تابع های شناخته شده بیان کرد و دوم اینکه حتی در صورت دست یافتن به یک عبارت شناخته شده این عبارت خود بدون تقویت قابل استفاده نیست. خوشبختانه روش های بسیار موثر و عملی برای محاسبه تقریبی انتگرال معین وجود دارد که به دقت مورد نیاز قابل بهره گیری هستند و نرم افزارهای متعددی نیز به این منظور فراهم شده است. روش های تقریب بر دورکن اصلی تکیه دارند: 

	[image: image75.png]







1.افزار بازه انتگرال گیری به زیر بازه های کوچکتر 
2.جایگزینی تابع هر بازه کوچکتر با یک تابع که انتگرال آن به سادگی قابل محاسبه است مانند یک تابع ثابت یا یک چند جمله ای. 

روشن است که این ایده رابطه نزدیکی با خود تعریف انتگرال معین دارد. 
در آنالیز عددی روش سیمپسون،یکی از روشهای تقریب مقدار انتگرال است. 



پایه 

ما در روش سیمپسون می خواهیم تقریب را با استفاده از چند جمله ای درجه دوم بدست آرویم در این روش نقطه وسط بازه است. ما می توانیم با استفاده از تقریب چند جمله ای لاگرانژ این تقریب را بدست آوریم: 
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روش سیمپسون برای محاسبه انتگرال از روش ساده زیر استفاده می کند: 

[image: image77.png][’f(r)dr%[’P(r)dr:b%{ )+4f( )+fb)}





مقدار خطا در این روش برابر [image: image78.png]_m
AN



خواهد بود. که در آن[image: image79.png]


 مقداری بین a ، b است. 




روش 

دیدیم که روش سیمپسون یک تقریب کافی از انتگرال را در صورتی که بازه انتگرال گیری کوچک به ما می دهد. اما در اغلب اوقات بازه انتگرال گیری کوچک نیست در این حالت مجبوریم بازه را به زیر بازه های کوچکتری تقسیم کنیم در این حالت ما روش سیمپسون را در زیر بازه ها به کار برده و نتایج را با هم جمع می کنیم. این روش را روش سیمپسون مرکب می گویند. 

[image: image80.png]n/2—1

/ﬂb Faydo~
[ (20)+2 Z fx
v;>+42f 22j-1) + f(zn) |,





وقتی که n تعداد زیربازه های [image: image81.png]


باشد و طول هر یک از زیر بازه ها[image: image82.png]


 باشد و داشته باشیم: 

[image: image83.png]




که در آن [image: image84.png]n—1n



می باشد. و همچنین [image: image85.png]


و [image: image86.png]



حال می توانیم بنویسیم: 


[image: image87.png][ #@dz ~ 2] f(a0) + 47 (20) +27(22) + 47(x3) + .+ 4F(E00) + F(za)






در این حالت بیشترین مقدار خطا برابر خواهد بود با: 
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