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پیشگفتار : 

حدود70 سال پیش، اروین شرودینگر نام Verschrankung را به طبیعت همبستگی كوانتومی اطلاق كرد ] Sch35 .[ درز بان محاوره آلمانی برای مردم غیرفیزیكدان این اصطلاح به معنای " مچ انداختن " كار می رود. این واژه درزبان انگلیسی Entanglement و درزبان فارسی در هم تنیدگی ترجمه شده است كه درمعنای ضمنی خود رساتر می باشد . در هم تنیدگی كوانتومی ، نخستین بار در سال 1935 ، توسط انیشتن و همكارانش پادولسكی و روزن1 ، ] EPR35 [ به طور جدی مورد بحث قرار گرفت . ایده این دانشمندان به صورت پارادوكسی با حروف اول اسامی آنها یعنی EPR معروف شده است . این خاصیت در سالهای اولیه پیدایش به صورت یك معما بود ، زیرا وجود حالت های درهم تنیده ، پدیده های غیر كلاسیكی  را تولید می كند . در آن زمان وضعیت و غیر موضعی بودن سیستم های كوانتومی در هم تنیده ، موضوع اختلاف انیشتن و همكارانش  از یك طرف و طرفداران مكتب كپنهاگی  از سوی دیگر بود . اما اكثر فیزیكدانان نمی توانستند دلایل موجود در مقاله EPR  در رد مكانیك كوانتومی را بپذیرند. تا اینكه در دهه 1960 ، یك آزمایش تجربی برای تحقیق درستی یا نادرستی نظریه EPR پیشنهاد شد . درآن زمان، بل نامساوی موسوم به نامساوی بل را پیشنهاد كرد] Bel64 [ . این نامساوی تاییدی بر غیر موضعی بودن سیستم های كوانتومی در هم تنیده است . 

با گذشت بیش از چند دهه ، هنوز این خاصیت چه از دیدگاه تئوری و چه از دیدگاه عملی بسیار جالب است . در واقع درهم تنیدگی یكی از حیرت انگیزترین جنبه های فرمولبندی  مكانیك كوانتومی می باشد . 

درهم تنیدگی رفتار كوانتومی سیستم های دو یا چند ذره ای است كه نخست با هم برهم كنش كرده و سپس از هم جدا می شوند. براساس مكانیك  كوانتومی ، ذرات جدا شده از هم ، حتی وقتی كه هیچ برهم كنش شناخته شده ای بین آنها وجود نداشته باشد، برهم اثر می كنند و داشتن اطلاعات درباره یكی ، منجر به كسب اطلاعات درباره دیگری می شود . در چند سال گذشته با ظهور نظریه اطلاعات كوانتومی و محاسبات كوانتومی، باردیگر بحث درهم تنیدگی اهمیت فراوان یافته است. كاربردهای متعددی  ازحالت های درهم تنیده كوانتومی پیشنهاد شده، از جمله در محاسبات كوانتومی و انتقالات كوانتومی از راه دوراز این مفهوم استفاده می شود. با به كارگیری سیستم های درهم تنیده كوانتومی در انجام محاسبات و ارتباطات می توان این اعمال را در مقایسه با روش های كلاسیكی سریعتر و از طریقی ایمن تر انجام داد . 

بطور كلی انگیزه بررسی  مبحث  درهم تنیدگی  را می توان در چهار مورد زیر خلاصه كرد : 

1- انگیزه  فلسفی : همانطوریكه دیدیم در هم تنیدگی  ابتدا بعنوان یكی از مسائل بنیادی و نظری  مكانیك كوانتومی، با طرح مقاله EPR  مطرح شد.  درهم تنیدگی ازاین  دیدگاه فلسفی هنوز هم ، قابل بررسی است . 

2- انگیزه بنیادی فیزیكی :  درهم تنیدگی یكی از مهمترین مسائل باز مكانیك كوانتومی است كه باید به این سوال پاسخ دهد كه :  طبیعت همبستگی های كوانتومی در سیستمهای مركب چیست ؟ 
3- انگیزه فیزیك كاربردی: درهم تنیدگی  نقش اساسی دركاربرد فیزیك كوانتومی در اطلاعات كوانتومی دارد . كه اخیرا به آن توجه زیادی شده است و بعلت لزوم كاربرد آن در شاخه های مختلف اطلاعات كوانتومی مثل كامپیوترهای كوانتومی ، رمزنگاری كوانتومی، انتقالات كوانتومی از راه دور و... پتانسیل عظیمی از افراد و بودجه را درسالهای اخیر به خود اختصاص داده است . 

4- انگیزه ریاضی محض : مساله در هم تنیدگی مستقیما به یكی از مسائل مهم و باز جبر خطی و آنالیز بنیادی ، یعنی مشخص كردن و طبقه بندی نگاشت های مثبت در جبر *C مربوط می شود . 

با ذكر انگیزه های مختلف این بحث ، می توان حدس زد كه افراد مختلف با انگیزه های مختلف، شروع به ساختن پایه های تئوری این مبحث كرده اند تا با تكمیل شدن هرچه بیشتر تئوری،  بتوان به كاربردهای صنعتی و تكنولوژیكی  مهم آن درست یافت . 

در این پایان نامه قصد داریم به معرفی  دانش كلی و برخی خصوصیات این ویژگی  كوانتومی بپردازیم. در فصل اول پایان نامه ، تعریف بعضی مفاهیم و به طور خاص تعریف درهم تنیدگی و جداپذیری  را ارائه داده ایم. اولین و مهمترین بحث در مطالعه سیستم های كوانتومی درهم تنیده ، تشخیص درهم تنیدگی می باشد . طی سالهای گذشته برای تشخیص در هم تنیدگی معیارهای مختلفی  معرفی شده اند. در فصل دوم بعضی از این معیارها را ارائه خواهیم كرد و مثالی از كاربرد هریك از ملاكها بیان خواهیم كرد. درجه هم تنیدگی  سیستم های كوانتومی متفاوت است، برخی سیستم ها از جمله حالتهای بل دارای حداكثر مقدار درهم تنیدگی می باشند و سیستم های كوانتومی دیگر درجه هم تنیدگی  كمتری دارند. تاكنون روش های مختلفی برای تشخیص اندازه درهم تنیدگی حالتها پیشنهاد شده است . در فصل سوم به چند روش موجود تعیین درجه درهم تنیدگی اشاره خواهیم كرد و یك روش جدید برای بدست آوردن درجه درهم تنیدگی یك سیستم كوانتومی خاص "كیوبیت-كیوتریت" بدست می آوریم. در فصل چهارم همان سیستم كوانتومی  خاص  "كیوبیت – كیوتریت" را در نظر می گیریم  و برای این سیستم كوانتومی، حالتهای با بیشترین مقدار در هم تنیدگی  را بدست می آوریم . درفصل پنجم یكی از كاربردهای  درهم تنیدگی، ارتباط از راه دور را در حضور نوفه بررسی 
می كنیم.  و بالاخره در فصل ششم مفهوم در هم تنیدگی كمكی را بیان كرده و شرایط حاكم بر رده خاصی از حالتها را كه این مقدار برایشان به راحتی قابل محاسبه است ، بدست  می آوریم و بزرگی این رده را در دو حالت مختلف محاسبه می كنیم .
فصل اول 
درهم تنیدگی و جداپذیری
در این فصل ، پس ازذكرمقدمات ، تعریف درهم تنیدگی ، حالت در هم تنیده و حالت جداپذیر را ارائه می دهیم .

1-1  حالت : یك توصیف كامل از یك سیستم  فیزیكی را حالت گوییم. در مكانیك كوانتومی ، یك حالت ، یك بردار در فضای هیلبرت است . 
1-2   فضای هیلبرت  :یك فضای برداری  روی اعداد مختلط C می باشد . بردارها را به صورت
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  نشان می دهیم یك ضرب داخلی به صورت 
[image: image2.wmf]j
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  در این فضا وجود دارد كه می تواند یك زوج مرتب از بردارها را به C (اعداد مختلط) نگاشت كند كه این ضرب داخلی خواص ز یررا دارد . 

1) مثبت بودن       
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2) خطی بودن 
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3) تقارن  Skew 
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فضای هیلبرت با نرم 
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    یك فضای كامل است . 
1-3  كیوبیت : كوچكترین واحد اطلاعات كلاسیكی بیت نام دارد  كه دو مقدار
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   را می تواند داشته باشد. واحد مربوطه در اطلاعات كوانتومی یك بیت كوانتومی یا كیوبیت می باشد كه یك حالت را در ساده ترین سیستم كوانتومی توصیف می كند . كوچكترین فضای هیلبرت دو بعدی است ، می توان پایه های راست هنجار این فضا را به صورت
[image: image9.wmf]0

 و
[image: image10.wmf]1

  در نظر گرفت.  در اینصورت حالت نرمالیزه كلی به صورت 
[image: image11.wmf]1
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 بیان می شود كه 
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 و
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 اعداد مختلط هستند و
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 .  یك كیوبیت یك حالت در فضای هیلبرت دو بعدی است كه در حالت كلی بصورت بالاست . با اندازه گیری روی یك كیوبیت ، كیوبیت به یكی از حالتهای 
[image: image15.wmf]0

 یا 
[image: image16.wmf]1

  تصویر می شود . حالت  
[image: image17.wmf]0

  با احتمال 
[image: image18.wmf]2
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  و
[image: image19.wmf]1

 با احتمال 
[image: image20.wmf]2
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  بدست می آید . نكته مهم اینست كه اندازه گیری حالت سیستم را تغییر می دهد . بعبارتی با یك اندازه گیری نمی توان حالت سیستم را بدست آورد. چون پس از اندازه گیری سیستم در یكی از دو حالت 
[image: image21.wmf]0

  یا 
[image: image22.wmf]1

 است و حالت قبلی سیستم از بین رفته است . برخلاف كیوبیت ، یك بیت كلاسیكی را به راحتی می توان اندازه گیری  كرد، بدون اینكه حالت سیستم  خراب شود و در واقع می توان تمام اطلاعات داخل یك بیت را خواند .
1-4  ماتریس چگالی : مكانیك كوانتومی در طی سالهایی كه از تولد آن گذشته است ، به روشهای مختلفی فرمول بندی شده است .یكی از روشهای بیان مكانیك كوانتومی ، براساس روش ماتریس چگالی است.  این روش درمواردی كه حالت یك سیستم كوانتومی بطور كامل مشخص نیست، ویا درمواردی كه سیستم ما مركب ازدو یا چند زیرسیستم  است ، كارآیی زیادی دارد . یك قضیه كه ما دراینجا آنرا اثبات نمی كنیم ، بیان  می كند كه ، اپراتور
[image: image23.wmf]r

 را اپراتور چگالی گوییم اگر و فقط اگر ، دو شرط زیر را داشته باشد : 
1)  
[image: image24.wmf]r

 ماتریسی  با رد واحد باشد . 

2) 
[image: image25.wmf]r

 یك اپراتور مثبت باشد . 

توضیح اینكه ما در این بحث از اپراتور چگالی و ماتریس چگالی به یك مفهوم استفاده می كنیم. وماتریس  مثبت،  ماتریسی  است كه ویژه مقادیر غیر منفی داشته باشد . 

در بحث ماتریس چگالی  ازآنسامبل حالتها استفاده می كنیم  كه می توان آنسامبل خالص، كاملا تصادفی و مخلوط را تعریف كرد. اگرحالت سیستم كاملا مشخص باشد یك حالت خالص داریم: 
[image: image26.wmf]y
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. در غیر اینصورت یك حالت  مخلوط داریم كه مخلوطی از حالتهای خالص فوق است .ماتریس چگالی را بر حسب حالتهای سیستم به صورت زیر نشان می دهیم :
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كه درآن 
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احتمال حضور در هر حالت خاص
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 است و
[image: image30.wmf]1

=

å

i

i

p

. برای یك حالت خالص شرط  
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 را داریم در حالیكه برای یك حالت مخلوط 
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می باشد .
1-4-1  عملگر چگالی تقلیل یافته : 

یكی ازمهمترین دلایل استفاده ازماتریس چگالی بعنوان ابزار ریاضی بیان مبحث درهم تنیدگی، اینست كه می توان برای توصیف زیر سیستم های یك سیستم كوانتومی ازآن استفاده كرد.فرض كنید سیستم های فیزیكی A و B ، سیستم كلی
[image: image33.wmf]AB
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 را بسازند . اپراتور چگالی تقلیل یافته برای سیستم A به صورت زیر تعریف می شود: 

 (1-2)






    
  
[image: image34.wmf](

)

AB

B

A

tr

r

r

=


كه در آن 
[image: image35.wmf]B
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  رد جزئی نسبت به زیر سیستم B است و به صورت زیر نوشته می شود: 

 (1-3)     
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كه
[image: image37.wmf]1
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 و
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 دو بردار  در فضای حالت  Aو 
[image: image39.wmf]1
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 و 
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  دو برداردر فضای حالت B می باشند اپراتورtr  كه در سمت راست معادله ظاهر شده است ، اپراتور رد  روی زیر سیستم B می باشد بطوریكه 

(1-4) 
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1-4-2  ترانهاده جزئی : 

برای هر ماتریس  چگالی كه روی فضای
[image: image42.wmf]N
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  تعریف شده باشد ، عناصر ماتریسی آنرا می توان به صورت زیر نوشت : 

(1-5)
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كه درآن 
[image: image44.wmf]{
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 پایه های راست هنجار دلخواه در فضای هیلبرت هستند كه به ترتیب زیر سیستم اول و دوم را توصیف می كنند . ترانهاده جزئی نسبت به یكی از زیر سیستم ها (مثلا دومی ) به صورت زیر تعریف می شود . 

(1-6)
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همانطوریكه ملاحظه می شود رد جزئی  نسبت به زیر سیستم  دوم ، فقط همان اندیسهای لاتین مربوط به زیرسیستم دوم را تغییر داده است . و یا می توان این عمل را به صورت زیر نشان داد :
(1-7)  
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كه در آن T عملگر ترانهاده است . 
1-5   درهم تنیدگی و جداپذیری  : 

پس از ذكر مقدمات لازم برای ورود به بحث ، حال به موضوع اصلی در این پایان نامه می پردازیم . می خواهیم توصیف علمی و دقیقی  از مفهوم جداپذیری  و یا درهم تنیدگی یك حالت كوانتومی ارائه دهیم . این موضوع برای حالتهای خالص بسیار ساده است : یك حالت خالص جداپذیر  نامیده می شود اگر و فقط اگر بتوان آنرا به صورت  
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  نوشت و در غیر اینصورت درهم تنیده است . 

بعنوان مثالی از یك حالت جداپذیر
[image: image49.wmf]01
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  را می توان نام برد و مثال برای حالتهای در هم تنیده خالص ، حالتهای بل هستند . 

(1-8)
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در مورد حالتهای مخلوط: یك حالت  مخلوط  جداپذیر است اگر توسط دو جزء كه به طور سنتی آلیس و باب نامیده می شوند به یك روش كلاسیكی آماده شده باشد .ماتریس  چگالی كه به این روش تولید شده باشد تنها می تواند همبستگی های كلاسیكی داشته باشد . به زبان ریاضی می توان گفت یك حالت مخلوط      جداپذیر  است اگرو فقط اگر بتوان آن را  به صورت زیر نوشت : 

(1-9)                    
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و در غیر اینصورت در هم تنیده است . در اینجا 
[image: image52.wmf]{
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 ها حالتهای مربوط به زیر سیستم اول (آلیس ) و 
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 ها حالتهای مربوط به زیر سیستم دوم ( باب ) می باشند و باید دقت كرد كه در حالت كلی 
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 و همچنین حالتهای باب نیز لزوما راست هنجار نیستند. و ضرایب 
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 احتمال ها هستند به طوری كه 
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  و
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یك مثال از یك حالت جداپذیر مخلوط كه همبستگی كلاسیكی دارد ولی همبستگی كوانتومی ندارد ماتریس چگالی 
[image: image58.wmf](
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 می باشد . مثالی از یك حالت در هم تنیده مخلوط یك حالت ورنر1 است كه مخلوطی از یكی از حالتهای بل با ماتریس واحد می باشد . 
(1-10)  
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كه درآن 
[image: image60.wmf]1
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 . حد پایین p  برای اینكه حالت ورنر در هم تنیده باشد از ملاكهای در هم تنیدگی بدست می آید . 

فصل دوم
ملاكهای تشخیص  درهم تنیدگی
دربخش(1-5) تعریف یك حالت جداپذیرو یك حالت درهم تنیده را ارائه دادیم . برای تشخیص جداپذیری  یا درهم تنیدگی ، پیدا كردن بسط (1-9) یا اثبات اینكه چنین بسطی برای ماتریس چگالی  وجود ندارد ، برای تمام ماتریسهای چگالی كارآسانی نیست، به همین دلیل باید به دنبال روشهای دیگری برای تشخیص جداپذیری  باشیم . 
در این فصل به بیان چند ملاك مهم كه برای تشخیص جداپذیری حالتها ارائه شده است 
می پردازیم . ذكر این نكته ضروری است كه ملاكهای بیان شده در این فصل تنها ملاكهای  موجود برای تشخیص  جداپذیری نیستند و در سالهای اخیر ملاكهای دیگری نیز ارائه شده است ولی این ملاكها ازمهم ترین و پركاربرد ترین آنها می باشند . 
معیارهای تشخیص جداپذیری حالتها ، برحسب كارآیی آنها به دو دسته عملیاتی و غیرعملیاتی تقسیم می شوند ، منظور از یك ملاك عملیاتی اینست كه به راحتی می توان روی یك ماتریس  چگالی 
[image: image61.wmf]r

به كار برد و بلافاصله یكی از جوابهای "
[image: image62.wmf]r

 درهم تنیده است" یا "
[image: image63.wmf]r

جداپذیر است" و یا "این ملاك به اندازه كافی قوی نیست كه در مورد جداپذیر بودن این  حالت تصمیم بگیرد" ، را دریافت كرد . 

حال به توصیف هریك از این معیارها می پردازیم . لازم به ذكر است در تمام موارد سیستم مورد بحث  یك سیستم دو جزئی است . 
2-1   میعارهای عملیاتی : 
2-1-1  معیار پرس 1 :
پرس در سال 1996 با استفاده از مفهوم ترانهاده جزئی یك ملاك برای تشخیص جداپذیری  حالتها ارائه داد ] [Per 96 . وی نشان داد كه برای یك سیستم دو جزئی ، ترانهاده جزئی یك حالت جداپذیر 
[image: image64.wmf]r

 نسبت به هریك از زیر سیستم های آن مثبت است . 

برای یك حالت جداپذیر دو جزئی ماتریس  چگالی به صورت زیر نوشته می شود :
(2-1)      
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كه در آن 
[image: image66.wmf]i
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 ها احتمال هستند و 
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. حال اگر نسبت به یكی از زیر سیستم ها مثلا زیر سیستم اول )آلیس (عمل ترا نهاده جزئی را انجام دهیم ، داریم :
(2-2)        
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از آنجا كه
[image: image69.wmf]T
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 باز هم ماتریس چگالی برای آلیس می باشد، می توان نتیجه گرفت كه یك ماتریس مثبت است یعنی 
[image: image70.wmf]0
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. همین نتیجه را برای ترانهاده نسبت به زیر سیستم دوم (باب )  نیز می توان بدست آورد] Bru01 [.
شرط پرس یك معیاركارآ و قابل اجرا بدست می دهد، ولی همانطوریكه ملاحظه می شود این شرط تنها یك شرط لازم است. بلافاصله پس از ارائه این شرط توسط پرس،        هرودوسكی 1ها HHH96] [ نشان دادند كه این شرط در مورد سیستم های های دو جزئی  فقط در ابعاد 2×2و 3×2 به شرط لازم و كافی تبدیل می شود . بعبارت دیگر در ابعاد 2×2و3×2 مثبت بودن ترانهاده جزئی ، شرط لازم و كافی برای جداپذیری است . ولی در ابعاد بالاتر این شرط تنها یك شرط لازم می باشد، یعنی حالتهای درهم تنیده با ترانهاده جزئی مثبت  نیز وجود دارند ] H97  . [به این حالتها ، حالتهای درهم تنیده مقید گفته می شود . 

به عنوان مثالی ازكابرد شرط پرس، یك سیستم كوانتومی3×3 را به صورت زیر در نظر می گیریم ] HH99 [
(2-3) 
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كه در آن 
(2-4)  
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(2-5)   
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می باشند ودر روابط فوق
[image: image74.wmf]j
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  پایه های استاندارد در فضای هیلبرت سه بعدی و I ماتریس  واحد در این فضا می باشد. به راحتی می توان نشان داد كه ماتریس ترا نهاده جزئی 
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 یك ویژه مقدارمنفی 
[image: image77.wmf]2
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دارد . بنابراین با توجه به شرط پرس، می توان با قطعیت گفت كه این  حالت، درهم تنیده است . 

اكنون حالت زیر را در نظر می گیریم : 
(2-6)  



      
[image: image78.wmf]1

0

,

2

1

2

1

3

1

3

£

£

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

Ä

=

F

a

e

a

e

a

e

a


ملاحظه می شود كه
[image: image79.wmf]a
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 جداپذیراست . حال حالت زیر را از دو حالت فوق می سازیم :
(2-7) 
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ماتریس  چگالی  فوق و ترا نهاده جزئی آن به صورت زیر می باشند:
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    (2-8) 
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     (2-9)
به راحتی می توان نشان داد كه تمام ویژه مقادیر
[image: image83.wmf]2
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 مثبت هستند، پس این حالت شرط لازم برای جداپذیری را دارد ولی از آنجا كه  شرط پرس در مورد ابعاد به جز 2×2و3×2 تنها یك شرط لازم است ، در مورد جداپذیر بودن یا درهم تنیده بودن این حالت با استفاده از شرط پرس ، نمی توان نظر داد . در ] HH99  [نشان داده شده است كه این حالت یك حالت درهم تنیده است . به چنین حالتهای در هم تنیده ای كه ترا نهاده جزئی مثبت دارند ، حالتهای درهم تنیده مقید گفته می شود . 
2-1-2   معیار تقلیل یافتگی  : 

بر طبق این معیار ] HH99 [ اگر 
[image: image84.wmf]r

 جداپذیر باشد ، در اینصورت : 
(2-10)      
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كه در آن 
[image: image86.wmf]A
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 و
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r

 به ترتیب ماتریسهای چگالی تقلیل یافته مربوط به آلیس و باب می باشنى و I ماتریس همانی با ابعاد مناسب است . علت مثبت بودن عبارات فوق را در بخش نگاشت مثبت خواهیم دید . 

بعنوان مثال ، ماتریس  چگالی (2-3)  را در نظر می گیریم ، ماتریس  چگالی تقلیل یافته مربوط به زیر سیستم A عبارتست از : 
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 (2-11)
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  (2-12)
ماتریس فوق یك ویژه مقدار منفی دارد و بعلت وجود این ویژه مقدار, شرط تقلیل یافتگی برقرار نیست. بنابراین با قطعیت می توان گفت این حالت كوانتومی درهم تنیده است.

حال ماتریس چگالی (2-7) را در نظر می گیریم, برای این حالت ماتریس چگالی تقلیل یافته عبارتست از :
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  (2-13)
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(2-14)                                                                                                         
با بدست آوردن ویژه مقادیراین ماتریس و با توجه به شرط 
[image: image92.wmf]1
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  ملاحظه می شود كه تمام ویژه مقادیر ماتریس مثبت می باشند. بنابراین شرط تقلیل یافتگی برقرار است, به عبارتی حالت فوق شرط لازم برای جداپذیری را دارد. ولی از آنجا كه ملاك فوق تنها شرط لازم است با قطعیت نمی توان در مورد جداپذیری حالت فوق نظر دارد. از طرفی می دانیم  
[image: image93.wmf]a
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 درهم تنیده است,  پس معیار تقلیل یافتگی نیز همانند شرط پرس نمی تواند در هم تنیدگی این حالت را مشخص كند.

اگر مقایسه ای بین معیار پرس و معیار تقلیل یافتگی انجام دهیم [Bru01] , در می یابیم كه هر دو معیار برای حالتهای با ابعاد 2×2 و 3×2 یكی هستند. بعبارت دیگر برای ابعاد 2×2 و 3×2 ملاك تقلیل یافتگی نیز مانند معیار پرس یك شرط لازم و كافی است, ولی در ابعاد بالاتر , تنها یك شرط لازم است. در ابعاد بالاتر هر حالتی كه معیار پرس را نقض كند, باید معیار تقلیل یافتگی را نیز نقض كند, بنابراین معیار تقلیل یافتگی قوی تر از معیار پرس نیست.
2-1-3   معیار تفوق :

برای بیان معیار تفوق, ابتدا مفهوم تفوق را توضیح می دهیم. فرض كنید
[image: image94.wmf](
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   و 
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 دو بردار حقیقی d بعدی باشند. اگر مولفه های یك بردار را از بزرگ به كوچك مرتب كنیم, می توانیم این نظم را با علامت
[image: image96.wmf]¯

  نشان دهیم . بنابراین اگر داشته باشیم:
(2-15)   
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دراین صورت 
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 است. می گوییم 
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  یا y برx تفوق دارد اگر
 (2-16)  
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كه درآن 
[image: image101.wmf]1
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 است. زمانی كه
[image: image102.wmf]d
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 باشد, نامساوی به مساوی تبدیل می شود. بر طبق معیار تفوق كه توسط نیلسن و كمپ1 ارائه شد] NK00 [اگر
[image: image103.wmf]r

 جداپذیر باشد, خواهیم داشت:
(2-17)  
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كه در آن 
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  به ترتیب بردارهای متشكل از ویژه مقادیر ماتریس چگالی كل و ماتریسهای چگالی تقلیل یافته می باشند كه به تریب نزولی مرتب شده اند برای اینكه
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 و
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 با 
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r

l

 ابعاد یكسان داشته باشند ویژه مقادیر صفر را به این دو بردار اضافه می كنیم .

بنابراین بطور خلاصه, برای یك حالت جداپذیر بردارهای مرتب شده ویژه مقادیر ماتریس های چگالی تقلیل یافته بر بردار مربوط به ویژه مقادیر ماتریس چگالی كل تفوق دارند.

بعنوان مثال, حالت كوانتومی (2-3) را دوباره درنظر می گیریم. ویژه مقادیر ماتریس چگالی  
[image: image111.wmf]r

 و ماتریسهای چگالی تقلیل یافته
[image: image112.wmf]A
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  و
[image: image113.wmf]B

r

 عبارتند از :
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شرط تفوق را بررسی می كنیم :
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با بررسی عبارت فوق در می یابیم كه این نامساوی همواره برقرارمی باشد. یعنی شرط تفوق كه شرط  لازم برای جداپذیری است, برقرار است. در صورتی كه دیدیم معیار تقلیل یافتگی و شرط پرس درهم تنیدگی این حالت را كه آشكارا در هم تنیده است , تایید كردند. بنابراین معیار فوق برای تشخیص در هم تنیدگی این سیستم 3×3 ضعیف تر از شرط پرس و معیار تقلیل یافتگی عمل كرده است.
2-1-4  معیار هم ترازی:
پس از اینكه موضوع درهم تنیدگی و حالتهای درهم تنیده و به تبع آن تشخیص حالتهای جداپذیر و در هم تنیده, در سالهای اخیر اهمیت پیدا كرد, تا همین اواخر تنها ملاك كاربردی برای تشخیص جداپذیری حالتها, معیار پرس و تا حدودی معیار تقلیل یافتگی و تفوق بود, تا اینكه درسال 2002 چن و وو1 ] CW02  [و رودلف2 ] Rud02  [به بیان دیگر ملاكی را ارائه دادند كه بسیار محاسباتی و آسان تر است. این ملاك از ملاك پرس مستقل است و قدرت  آن به اندازه ای است كه درهم تنیدگی تقریباً تمام حالتهای شناخته شده را نشان 
می دهد بخصوص درمورد حالتهایی كه ملاك پرس كارآیی ندارد (حالتهای در هم تنیده مقید) به خوبی كاربرد دارد.

ابزاراصلی این روش علاوه بر نتایجی كه از آنالیز ماتریسی [HJ91] مورد استفاده قرار می گیرد, تكنیكی است كه توسط لون وپیتسیانیس 3 LP 93] [ برای تقریب ضرب كرونكر یك ماتریس ارائه شده است. برای بیان این ملاك, ابتدا نیاز به معرفی بعضی نمادگذاری ها و تعاریف داریم.
تعریف: برای یك ماتریس A با ابعاد n×m بردار vec(A) را به صورت زیر تعریف 
می كنیم:
(2-18)
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كه درآن  
[image: image118.wmf]ij

a

ها عناصر ماتریس A می باشند.
برای یك ماتریس بلوكه ای Z با m بلوك n×n , ماتریس هم ترازشده 
[image: image119.wmf]Z
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 را كه به ابعاد
[image: image120.wmf]2
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 است و شامل همان عناصر Z می باشد و فقط جای عناصر آن تغییر كرده تعریف می كنیم :
(2-19)  
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تجزیه مقدار تكینه برای 
[image: image122.wmf]Z
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 به صورت زیر است:
(2-20)    
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كه درآن
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 ماتریسهای یكانی هستند و
[image: image126.wmf]S

 یك ماتریس قطری با عناصر
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 و  
[image: image128.wmf](
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 می باشد. در حقیقت تعداد مقدارهای تكینه غیرصفر
[image: image129.wmf]i

s

 را مرتبه ماتریس
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 گویند و 
[image: image131.wmf]i
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 ها, جذر نامنفی ویژه مقادیر 
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  یا 
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  می باشند. از این رو برای هر ماتریس چگالی معین, می توان یك نسخه هم ترازشده به آن وابسته كرد.
 برای مثال ماتریس چگالی دو جزئی 2×2 به شكل زیر تبدیل می شود.
(2-21) 
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با این تعاریف, قضیه زیر را به عنوان شرط لازم برای جداپذیری بیان می كنیم.

قضیه: اگر یك ماتریس چگالی دو جزئی
[image: image137.wmf]AB

r

  به ابعاد (mn×mn) جداپذیر باشد, در این صورت برای ماتریس
[image: image138.wmf]AB
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 به ابعاد 
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 , نرم كی فن كه به صورت 
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 كه مجموع تمام مقادیر تكیه 
[image: image141.wmf]AB
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 است, باید از 1 كوچكتر باشد یا به طور معادل 
[image: image142.wmf](
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این قضیه در مورد حالتهای خالص, به نتیجه قوی تر زیر منتهی می شود:

یك حالت خالص دوجزئی جداپذیر است, اگر و فقط اگر 
[image: image143.wmf]AB
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 یك مقدار تكینه منحصر به فرد 1 داشته باشد. 

به طور خلاصه برای استفاده از این ملاك برای تشخیص جداپذیری, كافیست ماتریس چگالی را دوباره مرتب كنیم 
[image: image144.wmf]AB
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 و مجموع مقادیر تكینه آن را با عدد 1 مقایسه كنیم . همانطوری كه گفته شده این ملاك به اندازه كافی قوی هست كه در هم تنیدگی حالتها را حتی در مواردی كه ملاك PPT شكست می خورد (حالتهای در هم تنیده مقید) نشان بدهد. برای روشن شدن مطلب, ماتریس چگالی (2-7) را كه در قسمت (2-1-1) بررسی كردیم را در نظر می گیریم. همانطوریكه ملاحظه شد با اینكه می دانیم این حالت, یك حالت در هم تنیده است از آنجا كه ترانها ده جزئی آن مثبت است, با شرط پرس نمی توان در مورد جداپذیری آن نظر داد. در حالی كه اگر همین ماتریس چگالی را با روش هم ترازی  بررسی كنیم, به راحتی در هم تنیدگی آن مشخص می شود. ماتریس عبارت است از : 

(2-8)
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ماتریس هم ترازشده  
[image: image146.wmf]r
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 عبارتست از :
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با محاسبه تجزیه مقدار تكینه برای این ماتریس ملاحظه می شود كه  
[image: image148.wmf]0
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 و در نتیجه حالت مورد نظر درهم تنیده است. به یاد داریم كه درهم تنیدگی این حالت بوسیله معیارهای دیگر قابل تشخیص نبود و این قدرت و كارآیی این معیار را نشان می دهد.
2-2   معیارهای غیرعملیاتی :

2-2-1  معیار نگاشت مثبت :

این معیار بیان می كند ] HH96  [كه 
[image: image149.wmf]r

 جداپذیر است اگر و فقط اگر برای هر نگاشت مثبت 
[image: image150.wmf]L

 داشته باشیم :
(2-23) 
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یك نگاشت مثبت, نگاشتی است كه عملگرهای مثبت را به عملگرهای مثبت تصویر می كند. یك نگاشت مثبت, كاملا مثبت (CP) نامیده می شود اگر هر گسترش به یك فضای هلیبرت بزرگتر
[image: image152.wmf](
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  نیز یك نگاشت مثبت باشد. در اینجا x بعد آن گسترش را نشان میدهد و یك عدد اختیاری است. از رابطه (2-23) واضح است كه از آنجا كه برای نگاشت های كاملاً مثبت رابطه فوق همواره برقرار است, برای تشخیص جداپذیری حالتها, تنها نگاشت های مثبتی مورد توجه هستند كه كاملاً مثبت نباشند, گفته می شود نگاشت های CP در هم تنیدگی را احساس نمی كنند.

در قسمت های قبل دو مثال از نگاشت های مثبتی كه CP نیستند را بررسی كرده ایم كه با استفاده از آنها ملاكی برای تشخیص در هم تنیدگی حالتها ارائه شد. این نگاشتها عبارت بودند از ترانهاده و نگاشت 
[image: image153.wmf](
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علت اینكه چرا رابطه (2-23) برای حالتهای جداپذیر برقرار می ماند را با استفاده از این واقعیت توضیح می دهیم كه یك حالت جداپذیر را می توان به صورت مجموعی از حاصلضرب های تانسوری حالتهای زیر سیستم های آن نوشت. اعمال یك نگاشت مثبت به هر یك از زیر سیستم ها, هر جمله را مثبت نگاه می دارد و در نتیجه مجموع كل نیز مثبت می ماند.

مشكل استفاده از این معیار كه آن را در رده  ملاكهای غیر عملیاتی قرار داده است, در واژه " هر" نگاشت مثبت می باشد. زیرا نمی توانیم مجموعه تمامی نگاشت های مثبت را به طور كامل مشخص كنیم. اما واضح است كه اگر برای یك حالت كوانتومی, نگاشت مثبت
[image: image154.wmf]L

 ای وجود داشته باشد, بطوریكه 
[image: image155.wmf](
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 مثبت نباشد, آنگاه طبق قضیه بالا, آن حالت 
درهم تنیده خواهد بود.
2-2-2  معیار گواه های در هم تنیدگی:

بر طبق این معیار] HHH96,Ter00 [ , ماتریس چگالی 
[image: image156.wmf]r

 درهم تنیده است اگر و فقط اگر یك عمگلر هرمیتی W وجود داشته باشد, بطوریكه 
[image: image157.wmf](
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 باشد. از طرف دیگر برای هر
[image: image158.wmf]sep
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 و به ازاء هر W, 
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 می باشد. گفته میشود گواه W در هم تنیدگی 
[image: image160.wmf]r

 را آشكار می كند.


فصل سوم
مقیاس های  درهم تنیدگی
از آنجا كه درهم تنیدگی در بسیاری ازفرآیندها بعنوان منبع كاربرد دارد (درست مانند انرژی ) ، بسیار ضروری  به نظر می رسد كه بدنبال روشی برای كمی كردن آن باشیم تا با انتخاب زوجهای با درجه درهم تنیدگی بالاتر ، نتیجه بهتری از فرآیند مورد نظر بگیریم . روشهای متعددی برای تعیین میزان درهم تنیدگی زوجها ، ابداع شده است كه در اینجا به ذكر مهمترین این روشها می پردازیم . و در انتها یك روش جدید برای بدست آوردن درجه درهم تنیدگی سیستم  كیوبیت-كیوتریت بدست می آو ریم.
3-1  آنتروپی  فون نیومن: 

برای یك آنسامبل ، میزان آمیختگی حالتها را می توان با استفاده از آنتروپی فون نیومن كه به صورت زیر تعریف می شود محاسبه كرد : 

(3-1) 
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كه درآن لگاریتم در مبنای 2 محاسبه می شودز رابطه فوق را به سادگی می توان با استفاده ازویژه مقادیر غیر صفر 
[image: image162.wmf]r

 , 
[image: image163.wmf]i
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 ها محاسبه كرد
(3-2)   
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آنتروپی فون نیومن در واقع تعمیم كوانتومی آنتروپی شنون در اطلاعات كلاسیكی است . 

در سال 1996 ، بنت و همكارانش ] BBP+96 [ پیشنهاد دادند كه آنتروپی فون نیومن هریك از سیستم های یك سیستم مركب ، مقیاس خوبی برای تعیین میزان درهم تنیدگی آن حالت مركب است .به همین دلیل آنتروپی فون نیومن كاهش یافته ، به نام آنتروپی درهم تنیدگی  
[image: image165.wmf]E
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  نیز نامیده می شود . 

(3-3)  
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كه درآن 
[image: image167.wmf]A
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  و 
[image: image168.wmf]B
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  ماتریسهای چگالی تقلیل یافته سیستم دو جزئی
[image: image169.wmf]r

 می باشند . 

برای یك حالت جداپذیر 
[image: image170.wmf]0
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 و برای حالت كاملا درهم تنیده 
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است . این مقیاس  برای حالتهای خالص یك مقیاس بسیار كارآ و آسان است ، در حالیكه برای حالتهای مخلوط با شكل مواجه می شود . 
3-2   مقیاس  درهم تنیدگی قابل تقطیر  و مقیاس هزینه درهم تنیدگی  : 

در نظریه اطلاعات كوانتومی برای ارتباط بهتر بین دو شخص  به حالتهای كاملا درهم تنیده نیاز داریم . ولی می دانیم وجود عوامل خارجی باعث كاهش میزان درهم تنیدگی سیستم 
می شود . بنابراین به روشی نیاز داریم كه بتوانیم از یك حالت مفروض ، یك حالت كاملا درهم تنیده استخراج كنیم . فرآیندی  را كه طی آن از یك حالت در هم تنیده به حالت با بیشترین درهم تنیدگی می رسیم، تقطیر می نامیم. همه حالتهای كوانتومی قابل تقطیر  نیستند ولی ثابت شده است ] HHH97 [ كه تمام حالتهای دو كیوبیتی درهم تنیده قابل تقطیرند . شرط لازم و كافی برای آنكه یك حالت كوانتومی قابل تقطیر باشد اینست كه آن حالت بتواند معیار جداپذیری پرس را نقض كند ] HHH 98 [. بعبارت دیگر حالتهای درهم تنیده آزاد كه ترانهاده جزئی  منفی دارند قابل تقطیر می باشند، در حالیكه حالتهای در هم تنیده مقید (حالتهای در هم تنیده با ترانهاده جزئی مثبت ) قابل تقطیر نیستند .

دو مقیاس درهم تنیدگی قابل تقطیر و مقیاس  هزینه درهم تنیدگی با توجه به مفاهیم فوق به صورت زیر تعریف می شوند ] BBPS 96 [ :
مقیاس درهم تنیدگی قابل تقطیر
[image: image172.wmf]d
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 به صورت ماكزیمم تعداد حالتهای بل استخراج شده با بهینه سازی روی تمام پروتكل های LOCC از یك حالت مفروض تعریف می شود . مقیاس درهم تنیدگی 
[image: image173.wmf]c
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 عبارتست از تعداد مینمیم حالتهای بل مورد نیاز برای ایجاد یك حالت مفروض با استفاده از LOCC. ملاحظه می شود كه این دو مقیاس دوگان یكدیگر می باشند. متاسفانه  محاسبه میزان درهم تنیدگی با این روش حتی برای حالتهای خالص به سختی انجام می شود . اما آنچه به طور شهودی واضح است اینست كه :
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    (3-4)
 چون در غیراینصورت می توانستیم با استفاده از LOCC ، از طریق تبدیل حالتهای بل به حالتهایی كه رابطه فوق را برآورده نمی كنند و سپس با تقطیر آن حالتها ، مقداری درهم تنیدگی ایجاد كنیم . 
مقادیر حدی درهم تنیدگی قابل تقطیر و هزینه درهم تنیدگی را به صورت زیر تعریف 
می كنیم . 

(3-5)
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(3-6)  
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در این شرایط می توان نشان داد ] BBPS 96 [ كه هردو درهم تنیدگی قبل تقطیر و هزینه درهم تنیدگی قبل تقطیر و هزینه درهم تنیدگی با آنتروپی درهم تنیدگی  مساوی هستند . 

(3-6) 
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3-3   در هم تنیدگی ساختار : 

درهم تنیدگی ساختار از نظر تاریخی، اولین مقیاس درهم تنیدگی است كه ارائه شده است
] BDSW96 [.درهم تنیدگی ساختار] Woo98,Woo01,HW97 [ تعمیم مقیاس آنتروپی  درهم تنیدگی برای حالتهای مخلوط می باشد. درهم تنیدگی ساختار برای یك آنسامبل متشكل از حالتهای خالص 
[image: image178.wmf]{
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 عبارت است از: میانگین آنتروپی درهم تنیدگی این حالتهای خالص. اما از آنجا كه ماتریس چگالی یك سیستم می تواند به صورتهای مختلفی از مجموعه ای از حالتهای خالص ساخته شود ، درهم تنیدگی ساختار با مینمیم سازی روی همه آسنامبل هایی كه 
[image: image179.wmf]r

  را می سازند تعریف می شود : 

(3-7) 
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تعریف درهم تنیدگی ساختار نیازمند یافتن مینمیم مقداررابطه فوق به ازاء تمام آنسامبلهای ممكنی كه
[image: image181.wmf]r

 را می سازند ، می باشد كه واضح است انجام چنین عملی بسیار مشكل است. بهمین دلیل در اینجا برای چند سیستم خاص ، عبارات مشخصی برای بدست آوردن درهم تنیدگی ساختار ارائه می دهیم . 
3-3-1   یك زوج كیوبیت : 

برای یك زوج كیوبیت یك فرمول كلی برای بدست آوردن 
[image: image182.wmf]f
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 وجود دارد كه این رابطه با كمك كمیتی  بنام توافق تعریف می شود . ابتدا یك حالت خالص از دو كیوبیت 
[image: image183.wmf]j

را در نظر می گیریم ، توافق این حالت بصورت 
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 تعریف می شود كه علامت   به معنی عمل وارون سازی اسپین می باشد و
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 كه در آن  
[image: image186.wmf]*

j

 مزدوج مختلط
[image: image187.wmf]j

 در پایه های استاندارد
[image: image188.wmf]{
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 و
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 ماتریس پائولی می باشد . عمل اسپین- معكوس، هنگامیكه بر روی یك حالت خالص جداپذیر اعمال شود ، حالت هركیوبیت را به حالت متعامد آن تبدیل می كند.بنابراین توافق چنین حالتی صفر است. در حالیكه یك حالت كاملا در هم  تنیده مثل حالتهای بل تحت این عمل ناوردا باقی ماند ، بنابراین C مقدار 1 را كه ماكزیمم مقدار آن است ، در این حالت خواهد داشت. با این تعاریف درهم تنیدگی ساختار برای یك حالت خالص از دو كیوبیت به صورت زیر تعریف می شود .
(3-8)  
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كه  درآن تابع 
[image: image191.wmf]e

 عبارتست از : 
(3-9) 
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تابع آنتروپی دوتایی است وبه صورت 
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 می باشد. تابع 
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 به طور یكروند به ازاء
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افزایش می یابد بنابراین توافق 
می تواند خود بعنوان یك مقیاس درهم تنیدگی در نظر گرفته شود ، هرچند این كمیت برخلاف درهم تنیدگی ساختار، پایه تئوری اطلاعاتی ندارد. توافق همچنین می تواند با استفاده از ضرایب بسط تابع حالت بدست آید . اگرحالت مورد نظر را در پایه های استاندارد به صورت زیر بنویسیم : 
(3-10) 
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كه در آن
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 . در اینصورت 
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اكنون یك حالت مخلوط را در نظر می گیریم . برای یك حالت مخلوط از دو كیوبیت همان راوابط (3-8) و (3-9) برای در هم تنیدگی ساختار حفظ می شود، با این تفاوت كه در این حالت توافق از رابطه زیر بدست می آید :
(3-12)
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كه درآن
[image: image201.wmf]i
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 ها جذرویژه مقادیر
[image: image202.wmf]r
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هستند كه به ترتیب نزولی مرتب شده اند . و
[image: image203.wmf]r
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 ماتریس چگالی اسپین- معكوس  شده
[image: image204.wmf]r

 می باشد . 

(3-13)
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3-3-2  حالت ورنر : 

یك حالت 
[image: image206.wmf]r

 ازسیستم مركب  AB ، یك حالت ورنر نامیده می شود اگر تحت تمام تبدیلاتی به صورت 
[image: image207.wmf]U
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 ناوردا باشد كه در آن U یك اپراتور یكانی است. كلی ترین شكل یك حالت ورنر به صورت زیر می باشد : 

(3-14)    
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كه در آن a و b اعداد حقیقتی I اپراتور واحد و
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 است، 
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 یك پایه راست هنجار از حالتهای ضربی برای سیستم AB می باشد . ضرایب a و b توسط رابطه 
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 به هم مربوطند،  بعبارت دیگر هر حالت ورنر تنها با یك پارامتر مشخص 
می شود . یك انتخاب مناسب برای این پارامتر 
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می باشد كه بین 1 تا 1- تغییر می كند . 

برای یك زوج كیوبیت یك حالت ورنر خالص منحصر به فرد داریم، كه بصورت
[image: image213.wmf]-
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می باشد ، بقیه حالتهای ورنر، مخلوطی از حالتهای بل هستند كه همگی حالتهای مخلوط هستند. با استفاده از تقارن این حالتها ، ولبرشت و ورنر1 
] VW00 [ یك رابطه برای درهم تنیدگی  ساختار بدست آورده اند . به ازاء
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 حالت مورد نظر جداپذیر است.  برای
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 داریم : 
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كه درآن  
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 تابعی است كه در رابطه (3-9) تعریف شده است .بنابراین f هنگامیكه غیر منفی است دقیقا نقش توافق را بازی می كند . بعبارت دیگر در حالت دو كیوبیت 
[image: image218.wmf]{
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 توافق را مشخص می كند.
3-4 : منفیت 

مقیاسهای درهم تنیدگی كه تاكنون ارائه شدند، هیچكدام به آسانی قابل محاسبه نیستند . تقریبا همگی یك نوع بهینه كردن در تعریف خود دارند كه محاسبه آنرا مشكل می كند  و حداكثر در حالتهای خاص رابطه صریحی برای بدست آوردن درجه درهم تنیدگی بدست می دهند . با هدف ارائه یك مقیاس قابل محاسبه درهم تنیدگی ، ویدال 1 و ورنر  ] VW02 [ ، بر پایه معیارPPT مقیاسی ارائه كردند كه درآن میزان منفی بودن ویژه مقادیر ماتریس  چگالی محاسبه می شود . در این مقیاس دو كمیت محاسبه می شود كه هردو بر پایه نرم رد ترانهاده جزئی حالت مورد نظر
[image: image219.wmf]1
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 می باشند كه به راحتی توسط برنامه های ریاضی موجود قابل محاسبه است . اولین كمیت ، منفیت نام دارد و عبارتست از : 

(3-16) 
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این كمیت در واقع برابر قدرمطلق مجموع تمام ویژه مقادیر منفی 
[image: image221.wmf]B
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 می باشد. كمیت دیگر منفیت لگاریتمی می باشد كه به صورت زیر تعریف می شود: 

(3-17)
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 ثابت شده است كه 
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 تحت LOCC افزایش نمی باید ولی
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 تنها تحت زیر مجموعه ای از LOCC ناورداست. این دو كمیت برای حالتهای جداپذیر صفر می شوند. همچنین برای حالتهای PPT درهم تنیده مقید (كه برای آنها نیزویژه مقادیر ماتریس  ترانهاده جزئی چگالی مثبت می باشند) باز هم هر دو كمیت صفر می باشند . كمیت
[image: image225.wmf](
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  برای حالتهای بل 
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 است . 

مقیاس منفیت در حالت خاص دو كیوبیت به یك رابطه ساده تر منجر می شود. در اینحالت اگر
[image: image227.wmf]n

 كوچكترین ویژه مقدار ترانهاده جزئی
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باشد در اینصورت 
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 می باشد.  برای حالتهای خالص به راحتی می توان نشان داد كه منفیت با  توافق مساوی است. ولی در مورد حالتهای مخلوط فقط می توان گفت كه
[image: image230.wmf](
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3-5   روش تجزیه :
برای تعیین اندازه درهم تنیدگی ، ابوردی 2 و همكارانش ] ASST01 [، برای یك حالت خالص دو كیوبیتی پیشنهاد كردند كه می توان حالت این سیستم كوانتومی را به صورت  برهم نهی یك بردار حالت با حداكثر مقدار درهم تنیدگی  و یك بردار حالت جداپذیر نوشت : 
(3-18)  
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كه درآن 
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  یك حالت با حداكثر درهم تنیدگی و
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 ، یك حالت جداپذیر است كه بر                    
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عمود می باشد 
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  وp  و
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  اعدادی حقیقتی  می باشند. 

می توان نشان داد كه این تجزیه همواره وجود دارد ولی یكتا نیست در حالیكه پارامتر p یكتا است.  بنابراین می توان یك دسته از زوج های 
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 را برای هرحالت كوانتومی پیدا كرد كه همگی p  یكسانی دارند. 
[image: image238.wmf]E
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 را به عنوان اندازه درهم تنیدگی به صورت زیر تعریف می كنیم . 

(3-19)
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كه 
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   است و تحت تبدیلات یكانی موضعی ناوردا باقی می ماند . 

ابوردی وهمكارانش دراین مقاله یك روش محاسباتی آسان دیگر برای بدست آوردن درجه  درهم تنیدگی برحسب ضرایب اشمیت پیشنهاد داده اند. می دانیم هرحالت مركب ازدو كیوبیت را در حالت كلی به صورت 

(3-10)



  
[image: image241.wmf]11

10

01

00

11

10

01

00

a

a

a

a

+

+

+

=

y


می توان نوشت. همچنین این حالت را می توان با استفاده از تجزیه اشمیت ] Per93 [ به صورت زیر نوشت : 

(3-20)
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كه در آن 
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 پایه های راست هنجار برای فضاهای هیلبرت دو زیر سیستم می باشند و پایه های اشمیت نامیده می شوند و
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 و
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  ضرایب حقیقی  غیر منفی هستند كه ضرایب اشمیت نام دارند و دررابطه
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 صدق می كنند. در اینصورت درجه درهم تنیدگی به صورت زیر مشخص می شود . 

(3-21)
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3-6   درجه درهم تنیدگی برای یك سیستم كیوتریت –كیوبیت در حالت خالص[JS06]  : 

در این قسمت می خواهیم یك سیستم كوانتومی خاص ، سیستم كیوبیت- -كیوتریت یا سیستم 3×2 را در نظر گرفته و  توافق را برحسب  ضرایب  بسط تابع حالت مربوطه به دست آوریم و در پایان با استفاده از رابطه توافق  با ضرایب اشمیت ، نشان می دهیم كه رابطه در هم تنیدگی ساختار برای سیستم كیوبیت – كیوتریت به همان شكل مربوط به سیستم دوكیوبیت می باشد. 
برای اینكار دقت می كنیم كه ماتریس  چگالی هر سیستم كیوبیت – كیوتریت را می توان به صورت زیر نوشت :
(3-24)        
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كه درآن 
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 ها ماتریس های پائولی  و
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ها هشت مولد هرمیتی گروه , SU(3) ماتریسهای گلمان، می باشند. بردارهای  
[image: image252.wmf]{
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 و 
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 ( به ترتیب ) بردارهایی در فضای برداری  حقیقی  سه و هشت بعدی 
می باشند. و 
[image: image254.wmf]ij

b

ها اعداد حقیقتی  می باشند. ماتریس چگالی فوق را با استفاده از این واقعیت نوشتیم كه ماتریسهای چگالی تقلیل یافته زیرسیسیتم های A  و B  (مربوط به یك كیوبیت-كیوتریت) باید به صورت زیر باشد:

(3-25)
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(3-26) 
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ضرایب  بسط (3-24) ازروابط زیر بدست می ایند : 

(3-27) 
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(3-28)
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(3- 29)  





         
[image: image259.wmf](

)

j

i

AB

ij

tr

l

s

r

b

Ä

=

2

3


 با استفاده از روابط فوق به راحتی می توان نشان داد كه برای یك حالت خالص 
[image: image260.wmf]y
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 داریم  
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 .علاوه بر این اگر 
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 یك حالت جداپذیر باشد در اینصورت  
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  این نتیجه  از آنجا بدست می آید كه برای یك حالت جداپذیر داریم :  
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 پس حالت هر زیر سیستم  A  وB  نیز یك حالت خالص است به عبارتی باید  
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 باشد و با استفاده از ماتریسهای چگالی تقلیل یافته (3-25) و
(3-26) به نتیجه  
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از طرفی حالت 
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، حالت  
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 را به دست می دهد كه یك ماتریس چگالی كاملا مخلوط است و می دانیم یك حالت كاملا در هم تنیده از دو زیر سیستم كاملا مخلوط تشكیل شده است. بنابراین به نظر می رسد كمیت C كه به صورت زیر تعریف می شود ،انتخاب مناسبی برای تعیین  درجه درهم تنیدگی  یك حالت خالص باشد . 
(3-30) 
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همانطوریكه ملاحظه می شود  برای یك حالت جداپذیرC=0 و برای یك حالت با بیشترین درهم تنیدگی  C=1 می باشد . یكی از مهمترین انگیزه ها در انتخاب C  به عنوان میزان
 درهم تنیدگی برای سیستم كیوبیت – كیوتریت این است كه برای یك سیستم دوكیوبیتی 
می توان به صورت 
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 تعریف شود كه   
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 بردار بلاخ زیر فضای A است .
یك حالت كیوبیت – كیوتریت در حالت كلی به صورت زیر نوشته می شود . 
(3-31)
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كه درآن
[image: image273.wmf]ij
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ها ضرایب مختلطی می باشند كه دررابطه بهنجارش
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                صدق می كنند . برای این حالت كلی ، ماتریس  چگالی و سپس با استفاده از رابطه (3-27) مولفه های بردار
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 را به صورت زیر بدست می آوریم : 

(3-32)
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 (3-33) 
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(3-34)
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با استفاده از روابط فوق می توان  
[image: image279.wmf]2
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 را بدست آورد و در نهایت C برحسب
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 ها به صورت زیر بدست می آید :
(3-35)    
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رابطه فوق توافق را برای یك سیستم 3×2 درحالت خالص بر حسب  ضرایب  بسط تابع حالت مربوطه ، بدست می دهد .
اكنون ، قصد داریم رابطه  توافق با ضرایب اشمیت را برای   سیستم  كیوبیت ، كیوتریت  بدست آوریم .برای یك حالت دو كیوبیتی ، این رابطه به صورت 
[image: image282.wmf](
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می باشد] ASST01 [ . یك حالت متشكل از یك كیوبیت و كیوتریت را با استفاده از قضیه اشمیت می توان به صورت زیر نوشت : 
(3-36)  





  
[image: image283.wmf]2

2

2

1

1

1

3

2

y

x

k

y

x

k

+

=

´

y


كه  در آن 
[image: image284.wmf]1
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 و
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  ضرایب  اشمیت می باشند و 
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 دو مجموعه   پایه راست هنجارمتعلق به فضاهای هیلبرت زیر سیستمهای  A و  B می باشند.  برای بدست آوردن ضرایب اشمیت ، ماتریس  A را با استفاده از ضرایب 
[image: image288.wmf]ij
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 به صورت زیرتشكیل 
می دهیم : 

(3-37)
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از تئوری  اشمیت (پیوست 2) می دانیم كه ضرایب اشمیت جذر ویژه مقادیر ماتریسهای چگالی تقلیل یافته 
[image: image290.wmf]†

A

A

S

=

r

 ویا 
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 می باشند( لازم به ذكر است كه
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 یك ماتریس  3×3 با مرتبه 2 است پس همواره حداكثر دو ویژه مقدار غیر صفر دارد ). با تشكیل ماتریس 
[image: image293.wmf]†
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 معادله ویژه  مقداری  برای این ماتریس، عبارتست از : 

(3-38) 
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كه با توجه به مقدار بدست آمده برای توافق برحسب ضرایب
[image: image295.wmf]ij
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 (رابطه (3-35) رابطه  فوق را به صورت زیر می نویسیم : 

(3-39)  
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و با توجه به اینكه
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  و 
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  از رابطه فوق بدست می آید : 

(3-40)
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(3-41) 
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و یا

(3-42) 
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رابطه فوق توافق را برای یك سیستم 3×2  برحسب ضرایب  اشمیت آن بدست می دهد . همانطوریكه ملاحظه می شود رابطه فوق دقیقا همان شكل رابطه برای سیستم 2×2 را دارد و این واقعیت از آنجا ناشی می شود كه برای یك سیستم 3×2  نیز همانند سیستم 2×2 تجزیه اشمیت مربوطه تنها دو جمله دارد .با توجه به رابطه در هم تنیدگی ساختار و ضرایب اشمیت نتیجه می گیریم كه در هم تنیدگی ساختار نیز برای سیستم كیوبیت –كیوتریت همان شكل سیستم دو كیوبیت را حفظ می كند .  
(3-43)
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فصل چهارم
پیداكردن حالتهای با بیشترین درجه درهم تنیدگی  برای سیستم كیوبیت – كیوتریت .

زوج های درهم تنیده در فرآیندهای اطلاعات كوانتومی كاربرد فراوانی دارند و در قسمت قبل دیدیم می توان درجه درهم تنیدگی زوج ها را پیدا كرد. از آنجا كه زوج های با درجه درهم تیندگی بالاتر برای استفاده مناسب ترند, پیدا كردن حالتهای با بیشترین درجه درهم تنیدگی ازاهمیت خاصی برخوردار است. این حالتها برای سیستم های N ×N یعنی دو جزء با ابعاد مساوی مشخص هستند. در این فصل ما این حالتها را برای سیستم 3×2 یا یك كیوبیت  و یك كیوبیت بدست می آوریم. این كار با استفاده از بدست آوردن ضرایب اشمیت برای این سیستم و ماكزیمم كردن ضرایب اشمیت انجام می گیرد.
4-1   محاسبه ضرایب اشمیت برای سیستم كیوبیت ـ كیوتریت :
ماتریس چگالی برای یك سیستم كوانتومی در حالت خالص به صورت زیر است :
(4-1)
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اگر سیستم ا زیك كیوبیت و یك كیوتریت تشكیل شده باشد, حالت سیستم را می توان به شكل زیر نوشت:

(4-2) 
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كه در آن 
[image: image305.wmf]i

 و 
[image: image306.wmf]j

 به ترتیب پایه های راست هنجار كیوبیت و كیوتریت می باشند و ضرایب 
[image: image307.wmf]ij

a

 اعداد مختلطی هستند كه در شرط بهنجارش زیر صدق می كنند.

(4-3)   
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بر طبق تجزیه اشمیت [NC00] برای هر
[image: image309.wmf]y

 می توان رابطه (3-2) را به صورت زیر نوشت:

(4-4) 
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كه در آن 
[image: image311.wmf]m

x

 و
[image: image312.wmf]m
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 تركیبات خطی راست هنجاری از
[image: image313.wmf]i

 و
[image: image314.wmf]j

هستند و ضرایب 
[image: image315.wmf]m

k

   كه ضرایب اشمیت نام دارند , اعداد حقیقی غیرمنفی دربازه 
[image: image316.wmf]1
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 می باشند كه در رابطه بهنجارش
[image: image317.wmf](
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  صدق می كنند. از آنجا كه حداكثردو
[image: image318.wmf]m

x

 مخالف صفر داریم, حداكثردو
[image: image319.wmf]m

k

 مخالف صفر می توانیم داشته باشیم, هر چند ممكن است سه 
[image: image320.wmf]m

y

 مخالف صفر داشته باشیم.

از بحث تجزیه اشمیت (پیوست 2)  به یاد داریم كه مجذور ضرایب اشمیت ویژه مقادیر غیرصفر ماتریسهای چگالی تقلیل یافته 
[image: image321.wmf]A

r

 و
[image: image322.wmf]B

r

 می باشند. این ماتریسها را به دو روش می توان بدست آورد.

در روش اول كه از تعریف ماتریس چگالی تقلیل یافته استفاده می كنیم. این ماتریسها عبارتند از :

(4-5) 
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كه 
[image: image324.wmf]A
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 و
[image: image325.wmf]B
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 رد جزئی روی زیر سیستم A  و B  (به ترتیب) می باشند. در روش دیگر كه از ماتریس ضرایب استفاده می شود, میتوان
[image: image326.wmf]y

 (رابطه (4-2)) را برای یك سیستم 3×2 به صورت زیر نوشت :

(4-6) 
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در این صورت 

(4-7)
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(4-8) 
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پس از بدست آمدن 
[image: image330.wmf]A

r

 و
[image: image331.wmf]B
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 (از هر كدام از روشهای فوق), 
[image: image332.wmf]2
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 یا مجذور ضرایب اشمیت,  ویژه مقادیرماتریسهای فوق و پایه های اشمیت
[image: image333.wmf]m

x

 و
[image: image334.wmf]m
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, ویژه بردارهای مربوطه 
می باشند.
حال اگر این روش را برای سیستم كیوبیت ـ كیوتریت اعمال كنیم. ضرایب اشمیت به صورت زیر بدست می آیند :
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(4-9 الف )
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(4-9 – ب)
4-2 محاسبه حالتهای با حداكثردرهم تنیدگی برای سیستم كیوبیت ـ كوتریت] JS05 [ :
همانطوریكه در بخش (3-5) دیدیم, یكی از روشهای بدست آوردن درجه درهم تنیدگی, استفاده از ضرایب اشمیت است. دیدیم این مقدار برای سیستم دو كیوبیت به صورت زیر است ] ASST01 [ :

(4-10) 
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كه در آن 
[image: image338.wmf]P

 درجه درهم تنیدگی را مشخص می كند و
[image: image339.wmf]1

k

 و
[image: image340.wmf]2

k

 ضرایب اشمیت مربوطه 
می باشند . این رابطه به همین شكل برای سیستم 3×2 نیز حفظ می شود ] Ger03 [علت آنست كه از آنجا كه ماتریس
[image: image341.wmf]A

r

 (زیر سیستم مربوط به كیوبیت) یك ماتریس 2×2 است و ماتریس
[image: image342.wmf]B

r

 (زیر سیستم مربوط به كیوتریت) یك ماتریس 3×3 ولی از مرتبه 2 است, حداكثر دو ویژه مقدار (دو ضریب اشمیت) بیشتر نداریم, بنابراین برای سیستم 3×2 نیز دقیقاً همان تجزیه اشمیت مربوط به سیستم 2×2 را خواهیم داشت ودرنتیجه شكل رابطه درجه درهم تنیدگی نیز تغییری پیدا نخواهد كرد .

حال با استفاده از روابط (4-9) و (4-10) درجه درهم تنیدگی برای سیستم كیوبیت ـ كیوتریت بر حسب ضرایب بسط به صورت زیر بدست می آید:
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(4-11)
حال برای بدست آوردن حالتهای با بیشترین درجه درهم تنیدگی رابطه فوق را با توجه به شرط بهنجارش (3-3) ماكزیمم می كنیم . نتیجه این عمل, بدست آوردن 6 حالت مستقل با بیشترین درجه درهم تیندگی زیر است كه در شرط 
[image: image344.wmf]1
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 صدق می كنند.

(4-12)   
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این حالتها, حالتهای مشابه بل برای سیستم كیوبیت ـ كیوتریت می باشند.

می دانیم كه یك حالت با ماكزیمم درهم تنیدگی از دو جزء كاملاً مخلوط ایجاد شده است, به عبارتی اگر از یك حالت با ماكزیمم درهم تنیدگی روی هر كدام از اجزایش رد بگیریم, حاصل ماتریس واحد جزء دیگر است . به عبارتی برای یك سیستم N ×N داریم :

(4-13) 
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كه در آن 
[image: image347.wmf]A
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 و 
[image: image348.wmf]B

tr

  رد جزئی روی سیستم A و B هستند و 
[image: image349.wmf]A

I

  و
[image: image350.wmf]B

I

   ماتریسهای همانی زیر فضای  A  وB می باشند.

در مورد سیستم كیوبیت ـ كیوتریت كه ابعاد دو زیر فضا یكسان نیستند, این روابط به صورت زیر درمی آیند:

(4-14) 
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كه در آن 
[image: image352.wmf]A

I

 ماتریس همانی زیر فضای A (زیرفضای مربوط به كیوبیت ) و
[image: image353.wmf]B
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 یك ماتریس قطری 3 × 3 با دو عنصر قطری 1 و یك عنصر قطری صفر می باشد و
(4-15) 
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نكته دیگر اینست كه ضریب 
[image: image355.wmf]N

1

  در اینحالت برای هر دو رابطه N=2 یعنی مساوی بعد سیستم با ابعاد كمتر است .
4-3    مقایسه با چند مقیاس در هم تنیدگی :

در این قسمت می خواهیم حالتهای با ماكزیمم در هم تنیدگی (4-12) را با چند مقیاس درهم تنیدگی امتحان كرده و درجه درهم تنیدگی آنها را بدست آوریم.
4-3-1  آنتروپی فون نیومن :

در بخش  (3-1) دیدیم برای هر حالت خالص دو جزئی بنت وهمكارانش ] BBPS96 [ نشان دادند كه می توان در هم تنیدگی سیستم را به صورت آنتروپی فون نیومن هر یك از اجزایش تعریف كرد. به طوری كه اگر 
[image: image356.wmf]y

  تابع حالت سیستم كل باشد , در هم تنیدگی به صورت زیر تعریف میشود:

(4-16) 
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كه در آن 
[image: image358.wmf]A

r

 و
[image: image359.wmf]B

r

 ماتریسهای چگالی تقلیل یافته سیستم می باشند. اگر
[image: image360.wmf]x

l

 ویژه مقادیر 
[image: image361.wmf]A

r

  و
[image: image362.wmf]B

r

 باشند رابطه (4-16) را می توان به صورت زیرنیز بیان كرد.

(4-17)  
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وازاین رابطه به راحتی می توان درجه درهم تنیدگی یك حالت را بدست آورد.

برای همگی حالتهای (4-12), 
[image: image364.wmf]2
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است و با قرار دادن این مقدار در رابطه (4-17) مقدار E=1 یعنی ماكزیمم درجه درهم تنیدگی بدست می آید كه نشان می دهد با این مقیاس درهم تنیدگی نیز این حالتها, حالتهای با ماكزیمم درهم تنیدگی هستند .
4-3-2  در هم تنیدگی ساختار :

یكی دیگر از روشهای تعیین درجه در هم تنیدگی, در هم تنیدگی ساختارWoo01]  [ 
می باشد كه در بخش  (3-3) بحث شد. این روش بیان می كند كه برای یك حالت خالص،  درهم تنیدگی به صورت زیر تعریف می شود.

(4-18)  
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و 
[image: image366.wmf]e

 به صورت زیر تعریف می شود:

(4-19)
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كه در آن h تابع آنتروپی دوتایی
[image: image368.wmf](
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  می باشد. كمیت C كه همانند E برای این سیستم از 0 تا 1 تغییر می كند و خود یك مقیاس درهم تنیدگی می باشد ,   نام دارد. برای حالتهای (4-12) , 
[image: image369.wmf]1
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C

 بدست می آید و در نتیجه از این مقیاس نیز برای تمام حالتهای (4-12) 
[image: image370.wmf]1
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E

 بدست می آید .
4-3-3  منفیت : 

یك روش اندازه گیری درهم تنیدگی برپایه معیار پرس برای جداپذیری بنا شده است
] Per 96 [همانطور كه در بخش (2-1-1) دیدیم این معیار بیان می كند كه حالت دوجزیی 
[image: image371.wmf]r

 جداپذیر است اگر ترانها ده جزئی 
[image: image372.wmf]r

 كه از اعمال عملگر ترانها ده  تنها روی یكی از زیر سیستم ها بدست می آید, هیچ ویژه مقدار منفی نداشته باشد. برای سیستم های 2×2 و 3×2 هرودوسكی ها نشان دادند كه این شرط نه تنها شرط لازم بلكه شرط كافی نیز هست
] HHH96  [بنابراین اگر
[image: image373.wmf]n

 كوچكترین ویژه مقدار ماتریس ترانها ده جزئی
[image: image374.wmf]r

 باشد, 
می توان عبارت زیر را به نام منفیت,  بعنوان یك مقیاس در هم تنیدگی معرفی كرد
] VW02 [:
(4-20)  
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برای حالتهای (4-12) ,  
[image: image376.wmf]2
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 بدست می آید و در نتیجه 
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 است .
در پایان ملاحظه می شود كه حالتهای با ماكزیمم درهم تنیدگی بدست آمده برای سیستم 
3 × 2 با استفاده ازچند مقیاس درهم تنیدگی دیگر نیز بشترین درهم تنیدگی را نشان 
می دهند.

فصل پنجم 
ارتباط از راه دورهمراه نوفه
در هم تنیدگی  بعنوان یك منبع در فرآیندهای اطلاعات كوانتومی كاربرد دارد . یكی از كاربردهای آن ارتباط از راه دور می باشد. در این فرآیند اطلاعات به وسیله ارتباطات كوانتومی  و به واسطه وجود درهم تنیدگی بین گیرنده و فرستنده مبادله می شود. از آنجا كه در طبیعت همواره نوفه وجود دارد، ما این فرآیند را در حضور انواع ممكن نوفه ها بررسی كرده  و حاصل وفاداری ارتباط از راه دور با وجود نوفه را بدست آورده ایم . 

5-1  مفهوم ارتباط از راه دور ] [NC00:
ارتباط از راه دور كوانتومی یك تكنیك برای انتقال حالت كوانتومی 
[image: image378.wmf]y

 است. موضوع از این قرار است كه آلیس و باب سالها قبل همدیگر را دیده اند و یك زوج EPR تشكیل داده اند و هر كدام یك قسمت از این زوج را در اخیتار دارند و اكنون آنها جدا از یكدیگر ( درفاصله ای دور) زندگی می كنند. حال ماموریت آلیس اینست كه یك پیام  یا یك كیوبیت ، 
[image: image379.wmf]y

 را به باب برساند . آلیس خود حالت این كیوبیت را نمی داند. علاوه بر این آلیس  تنها می تواند اطلاعات كلاسیكی ( بیت ) به باب بفرستد .حال باید دید آیا آلیس قادر به انجام این كار هست یا خیر ؟ 
این كار توسط ارتباط از راه دور كوانتومی انجام پذیر است. روش كار اینست كه آلیس ، كیوبیت پیام را با نیمه زوج EPR خود بر هم كنش می دهد و سپس دو كیوبیت را اندازه گیری می كند. نتیجه اندازه گیری یكی از چهار نتیجه كلاسیكی   00 و 01و 10و 11 است. او این اطلاعات را به باب می فرستد . بسته به پیغام كلاسیكی آلیس ( نتیجه اندازه گیری ) باب یكی از چهار عملگر I ، X ، Z یا ZX را روی نیمه زوج EPR خود انجام می دهد و با انجام این عمل او می تواند پیام ابتدایی را بدست آورد .
5-2   ارتباط از راه دور استاندارد :  

منظور از حالت استاندار ارتباط از راه دور حالتی است كه شرایط كاملا ایده آل است ، آنچه در تئوری فرض می كنیم ، بعبارتی هیچ نوع نوفه در محیط وجود ندارد. در این حالت  قرار است آلیس  پیغام را كه یك حالت كوانتومی 
[image: image380.wmf]y

 است ، به باب  تحویل بدهد . كیوبیت پیام عبارتست از :   

(5-1 )
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كه 
[image: image382.wmf]a

 و
[image: image383.wmf]b

 ضرایب مختلط نامعلومی هستند كه در رابطه 
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 صدق می كند . بین آلیس و باب یك زوج EPR یا حالت با بیشترین در هم تنیدگی ( حالت بل ) برقراراست .  

( 5-2 )
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تابع حالت كل سیستم( آلیس - باب و پیام) به صورت زیر می باشد: 

(5-3)  
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كه در آن دو كیوبیت اول در اختیار آلیس و كیوبیت دوم در اختیار باب است . دراین مرحله آلیس كیوبیت  پیام را با كیوبیت خود بر هم كنش می دهد ، این كارتوسط اعمال یك CNOT روی كیوبیت خود و پیام است بطوریكه كیوبیت پیام نقش  كنترل و كیوبیت آلیس نقش  هدف را دارد .   

(4-5)    
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می دانیم عمل CNOT  به این صورت است كه اگركیوبیت كنترل در حالت
[image: image389.wmf]0

 باشد هدف را تغییر نمی دهد و اگر كنترل در حالت
[image: image390.wmf]1

  باشد هدف را معكوس می كند. یعنی
[image: image391.wmf]0

 به
[image: image392.wmf]1

  و برعكس تبدیل می شود. پس از این آلیس یك اندازه گیری بل انجام می دهد یعنی در پایه های بل اندازه گیری  می كند  كه این معادل است با اعمال یك عملگر هادامارد روی كیوبیت پیام و پس از آن اندازه گیری  در پایه های استاندارد 
[image: image393.wmf]{
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(5-6)
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(5-7)

رابطه فوق را  می توان به صورت زیر دوباره نوشت  :  
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(5-8)

عبارت فوق به طور طبیعی به چهار جمله شكسته می شود . اولین جمله كیوبیت های آلیس را در حالت 
[image: image397.wmf]00

 دارد و كیوبیت باب در حالت 
[image: image398.wmf](
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 كه همان جمله ابتدایی
(پیام )است، بعبارت دیگر اگر آلیس روی كیوبیت خود اندازه گیری كند و نتیجه00  بدست آورد دراینصورت سیستم باب در حالت 
[image: image399.wmf]y

 خواهد بود و به همین ترتیب برای بقیه حالتها نیز می توان نوشت : 
(5-9)
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(5-10) 
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(5-11)  
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(5-12)  
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بسته به نتیجه اندازه گیری آلیس، كیوبیت باب دریكی از این چهار حالت خواهد بود . البته برای اینكه بدانیم كدام حالت است باید نتیجه اندازه گیری آلیس به باب گفته می شود. هنگامیكه باب نتیجه اندازه گیری آلیس را بداند می تواند با اعمال عملگر مناسب بر روی حالت خود ، حالت پیام را پیدا كند. بطوریكه اگر نتیجه اندازه گیری 00 باشد نیازی نیست كه باب هیچ عملگری  اعمال كند ( I ) اگر01 باشد باب باید عملگر X اعمال كند. اگر نتیجه 10 باشد باید عملگر Z اعمال كند واگر نتیجه11 باشد باید ابتدا یك X وسپس یك Z اعمال كند.  به طور خلاصه  اگر نتیجه اندازه گیری 
[image: image404.wmf]2
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 باشد، باب نیاز دارد كه 
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       تبدیل روی كیوبیت خود انجام دهد .  
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شكل (5-1) : مدار كوانتومی برای ارسال یك كیوبیت: دو خط بالایی كیوبیت های آلیس و خط پایینی سیستم باب است. [image: image407.png]


 به معنای اندازه گیری است و خط های پربه معنای ارسال  اطلاعات كلاسیكی ( بیت ) است .  

درمورد ارتباط از راه دور كوانتومی دو نكته ابهام وجود دارد كه در اینجا توضیح می دهیم:  

1. به نظر می رسد ارتباط از راه دور به ما امكان ارسال اطلاعات با سرعت بیش از سرعت نور را می دهد. درحالیكه  درواقع چنین نیست. چون همانطوریكه گفته شد برای تكمیل این فرآیند، نیاز است كه آلیس نتیجه اندازه گیری را بوسیله یك كانال كلاسیكی  به باب اطلاع دهد و بدون ارسال  این نتیجه فرآیند ارتباط از راه دور تكمیل نمی شود. و از آنجا كه اطلاعات در یك كانال كلاسیكی با سرعت محدود منتقل می شوند ، تناقضی  در كار نیست . 

2. دوم اینكه به نظر می رسد درارتباط از راه دور ما قادریم یك كپی از یك حالت كوانتومی بسازیم و این با اصل عدم تكثیر  كه می گوید برخلاف كلاسیك در كوانتوم قادر به تكثیر یك حالت نیستیم ، تضاد دارد . اما در واقع تضادی دركارنیست چون بعد ازفرآیند ارتباط از راه دور تنها یك كپی از كیوبیت درحالت 
[image: image408.wmf]y

 باقی می ماند و اطلاعات ابتدایی در یكی از پایه های 
[image: image409.wmf]0

  یا 
[image: image410.wmf]1

 بسته به نتیجه اندازه گیری روی كیوبیت اول ، رفته اند  .  
5-3  ارتباط از راه دور همراه با نوفه : 

آنچه درقسمت قبل گفته شد ارتباط از راه دور استاندارد بود بعبارتی انجام فرآیند درشرایط كاملا ایده آل ولی می دانیم درعمل همواره با شرایط طبیعی وغیر ایده آل سرو كار داریم  و همواره مقادیری  نوفه وجود دارد كه بر روند  فرآیند ارتباط از راه دور اثر می گذارد. در این قسمت می خواهیم این عوامل را در ارتباط از راه دور  كوانتومی وارد كرده و نتیجه را با در نظر گرفتن این موارد بدست آوریم .  
5-3-1   عوامل تولید نوفه : 
در این قسمت  عواملی كه درشرایط  واقعی ، ایجاد نوفه می كنند را معرفی و سپس  اثر هر یك را بررسی  می كنیم . 

5-3-1-1  كانال  معیوب:  

یكی از مهمترین مشكلات در فرآیندهای اطلاعات كوانتومی  اینست كه در هم تنیدگی  بین دو یا چند جزء می تواند به دلیل برهم كنش اجزاء با محیط كم شود و این عامل نامناسبی برای ارسال اطلاعات است . حالت ایده آل اینست كه كانال كوانتومی  بین آلیس  و باب یك زوج با بیشترین درهم تنیدگی یا یك حالت بل باشد ، ولی درعمل ممكن است بین آلیس  و باب یك زوج درهم تنیده با درهم تنیدگی كمتربرقرار باشد.ما دراینجا یك حالت ورنر كه مخلوطی از تمام حالتهای بل است ، بعنوان كانال معیوب  در نظر می گیریم : 

(5-13) 
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كه در آن 
[image: image412.wmf]±

j

 و 
[image: image413.wmf]±
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 حالتهای بل و, F وفاداری نام دارد كه عددی بین 0 و 1 است و F=1   معادل یك حالت بل است . 
5-3-1-2   عملگرهای معیوب   :  

یكی دیگراز عوامل ایجاد نوفه دراین فرایند، اینست كه عملگرهایی كه در قسمت های مختلف فرآیند مورد استفاده قرار می گیرند به دلیلی  معیوب باشند. این شامل عملگرهایی كه روی یك كیوبیت و همچنین دو كیوبیت عمل می كنند ، می باشد. اگر 
[image: image414.wmf]r

 حالت سیستم باشد یك عملگر  تك كیوبیتی معیوب كه بر روی كیوبیت اول عمل  می كند ، بوسیله  رابطه زیر توصیف  می شود[DBCZ99]  :  

(5-14)
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و یك عملگر دو كیوبیتی  معیوب كه روی كیوبیتهای 1 و 2 عمل می كند توسط رابطه زیر توصیف می شود :  

(5-15)
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5- 3-1-3    اندازه گیری معیوب :  

عامل سوم در ایجاد نوفه در این فرآیند اینست كه ممكن است عمل اندازه گیری كه روی سیستم انجام می دهیم كامل نباشد . می دانیم عملگرهای اندازه گیری  یك كیوبیت در حالت ایده آل عبارتند از : 
(5-16)  
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در حالیكه اگربه هردلیلی این عملگرها كار خود را به طور كامل انجام ندهند، عملگر اندازه گیری معیوب است و توسط  روابط زیر توصیف می شود:

(5-17)  
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(5-18) 
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روابط فوق به این معنی هستند كه اگر می خواهیم 0 را اندازه گیری كنیم با احتمال 
[image: image420.wmf]h

   نتیجه 0 را بدست می آوریم  و با احتمال
[image: image421.wmf]0
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 نتیجه1 بدست می آوریم. حالت
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      اندازه گیری كامل را بدست می دهد.

 در مورد اندازه گیری دو كیوبیت ، در حالت كامل ، عملگرها عبارتند از :
(5-19)          
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با استفاده از روابط  (5-17) و( 5-18) در مورد اندازه گیری معیوب یك كیوبیت، بلافاصله می توان عملگر اندازه گیری  دو كیوبیت را در حالت معیوب به صورت زیر بدست آورد:
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 (5-20)
رابطه فوق عملگر اندازه گیری 00 است ، به همین ترتیب می توان روابط مربوط به 
اندازه گیری بقیه مقادیر را نیز نوشت . 

دراینجاعوامل موثردر ایجاد نوفه را بررسی كردیم اكنون فرآیند ارتباط از راه دور را با وجود  نوفه های فوق دوباره انجام می دهیم . 
5-3- 2   اعمال  عوامل نوفه  در فرآیند ارتباط از راه دور [J06]: 

می خواهیم پیام 
[image: image425.wmf]y

   را توسط آلیس به باب بفرستیم 
(5-1) 
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در اینحالت زوج درهم تنیده بین آلیس  و باب را یك حالت ورنر در نظر می گیریم 
(5-13) 
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از آنجا كه با حالتهای مخلوط ونه خالص سرو كار داریم ، واضح است كه با تابع حالت 
نمی توان كاركرد پس تمام محاسبات را بوسیله ماتریس  چگالی انجام می دهیم. ماتریس  چگالی  كل آلیس- باب و پیام عبارتست از : 
(5-21)  
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در اینجا نیز آلیس باید كیوبیت خود را با كیوبیت پیام برهم كنش دهد كه این كارتوسط اعمال یك CNOT روی 
[image: image429.wmf]A
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  انجام می شود كه درآن 
[image: image430.wmf]y

 كیوبیت كنترل و A كیوبیت هدف است. نكته در اینست كه CNOT مربوطه معیوب است پس نسخه معیوب CNOT را با استفاده از رابطه ( 5-15)  قرار می دهیم:
(5-22)
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پس از انجام این عمل، آلیس می خواهد اندازه گیری بل انجام دهد پس ابتدا یك اپراتور
هادامارد روی كیوبیت پیام اعمال می كند
(5-23)
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و پس ازآن اندازه گیری در پایه های محاسباتی
[image: image433.wmf]{
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 انجام می دهد. در اینجا نیز عملگر اندازه گیری دو كیوبیتی معیوب است. اگر آلیس بعد از اندازه گیری نتیجه00 را بدست آورد،  ماتریس  چگالی  عبارتست : 
(5-24)   
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كه درآن 
[image: image435.wmf]ij
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 ها عملگرهای اندازه گیری كامل است كه در رابطه (5-19) معرفی شده اند. برای نتایج  دیگر 01 و10 و11 كه می تواند آلیس بدست آورد نیز می توان ماتریس های چگالی مشابه با رابطه فوق نوشت. پس از انجام اندازه گیری، آلیس  نتیجه اندازه گیری را به باب گزارش می كند . و مشابه حالت استاندارد باب بسته به نتیجه اندازه گیری  یك عملگر روی كیوبیت خود اثر می دهد . دراینجا نیز اگر نتیجه اندازه گیری00 بودعملگر I، اگر نتیجه01 بود X اگر نتیجه 10 بود عملگر Z واگر نتیجه 11 بود عملگر ZX را روی كیوبیت خود اعمال می كند. نكته دراینست كه عملگرهای I , X و Z  در اینحالت معیوب می باشند. پس از نسخه معیوب آنها استفاده می كنیم. بعنوان مثال اگر نتیجه اندازه گیری 00 باشد  ماتریس  چگالی پس از اعمال I  توسط باب روی كیوبیت خود عبارتست از :
(5-25)  
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و درمورد نتایج دیگر اندازه گیری نیز مشابه رابطه بالا را می توان نوشت. ماتریس  چگالی كل عبارتست از مجموع  ماتریسهای چگالی فوق. حال برای بدست آوردن حالت باب (برای یافتن پیام ابتدایی) كافیست در ماتریس چگالی كل روی كیوبیت آلیس و پیام، رد بگیریم تا كیوبیت باب به تنهایی بدست آید . 
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(5-26)
عبارت فوق ماتریس  چگالی باب است برای بدست آوردن وفاداری  كانال كافی است عبارت زیر را محاسبه كنیم
(5-27) 
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كه درواقع هم پوشانی پیام دریافت شده توسط باب با پیام ابتدایی را نشان می دهد. از آنجا كه 
[image: image439.wmf]y

 یك حالت دلخواه است، برای محاسبه عبارت فوق باید روی تمام مقادیر ممكن 
[image: image440.wmf]y

     انتگرال بگیریم. برای اینكارمی توان
[image: image441.wmf]y

  را به شكل آشناتر زیر در نظر گرفت
(5-28) 
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كه
[image: image443.wmf]q

 و 
[image: image444.wmf]f

 زوایای قطبی  و كروی در كره بلاخ می باشند . 

با استفاده از
[image: image445.wmf]y

 فوق در عبارت (5-27) و انتگرال  روی تمام مقادیر ممكن
[image: image446.wmf]q

 و
[image: image447.wmf]f

 در كره بلاخ بدست می آوریم:

(5-29)  
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رابطه فوق  وفاداری را برای ارتباط از راه دور كوانتومی درحالت كلی بدست می دهد. حالت ایده آل یا ارتباط از راه دور استاندارد از قراردادن 
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 بدست می آید كه همانطوریكه انتظار می رود دراینحالت 
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 است یعنی باب دقیقا همان پیام اولیه را دریافت می كند. در غیر اینصورت ( با وجود نوفه ) باب یك ماتریس  چگالی دریافت می كند كه 
[image: image451.wmf]F
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 نشاندهنده هم پوشانی آن با پیام اولیه است. 
فصل ششم

درهم تنیدگی كمكی
در این فصل ابتدا مفهوم درهم تنیدگی كمكی را بیان كرده ، سپس برای یك رده بخصوص از حالتها رده Ą  نشان می دهیم مقدار فوق را می توان به سادگی محاسبه كرد .در ادامه شرایط تحلیلی حاكم بر رده  Ąرا پیدا كرده و با محاسبه عددی ، بزرگی رده Ą را بدست می آوریم . 

6-1 مفهوم درهم تنیدگی كمكی :
درهم تنیدگی بعنوان یك منبع در فرآیندهای مختلف اطلاعات كوانتومی بكار می رود . بهمین دلیل به نظر می رسد ضروری است آنرا به تعداد طرق مختلفی كه ممكن است كمی كنیم . در سال 1998 كوهن1 و ] Coh98 [ و سپس دی وینچنزو2 و همكارانش ]  99+DFM [ یك روش كمی كردن جدید برای درهم تنیدگی یك حالت كوانتومی مخلوط ابداع كردند كه آنرا درهم تنیدگی كمكی نامیدند. این كمیت می تواند بعنوان دو گان درهم تنیدگی ساختار در نظر گرفته شود .

موضوع از این قرار است كه آلیس، باب و چارلی، چندین كپی از یك سیستم كوانتومی سه تایی كه بوسیله حالت خالص 
[image: image452.wmf]ABC
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 باز گو می  شوند، در اختیار دارند. بعبارتی اگر آلیس و باب به طور مجزادر نظر گرفته شوند ، تعداد كپی های زیادی از حالت 
[image: image453.wmf]y
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  كه در حالت كلی مخلوط است در اختیار دارند. حال فرض كنید آلیس و باب می خواهند كه از سیستم كوانتومی مشتركشان برای یكی از اهداف اطلاعات كوانتومی بعنوان مثال ارتباط از راه دوراستفاده كنند . اما متاسفانه چارلی بلافاصله در دسترس نیست تا از سیستمش برای این هدف استفاده كند. از آنجا كه حالت آنها ممكن است خیلی خالص یا در هم تنیده نباشد ممكن است قادر به انجام این كار نباشند . حال باید دید چارلی چگونه می تواند با وجود قیدی كه دارد (دور از دسترس بودن ) به این مساله كمك كند . كاری كه او می تواند انجام دهد اینست كه روی هر سیستمی كه دارد یك اندازه گیری انجام بدهد بطوریكه بین آلیس و باب، حالت خالص برقرار شود . بعنوان مثال اگر چندین اندازه گیری او آشكار كرد كه آلیس و باب یك حالت خالص 
[image: image454.wmf]AB
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 دارند، با استفاده از نتیجه بنت و همكارانش ] 96 +BBP [، آنها می توانند این حالتهای كوانتومی را به حالتهای یگانه با بیشترین درهم تنیدگی تبدیل كنند . این عمل با نرخ 
[image: image455.wmf](
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انجام می شود كه در آن
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 می باشد.  در حالت كلی برای یك اندازه گیری كه حالتهای
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 را با احتمالات 
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 می سازد یعنی آنسامبل 
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 متوسط نرخ تبدیل به حالتهای یگانه عبارتست از:
(6-1)
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ازآنجا كه چارلی دوست آلیس و باب است، او باید اندازه گیری خود را طوری انتخاب كند كه این نرخ متوسط ماكزیمم باشد. با استفاده از قضیه هاگستون، جوزا و ووترز1 این ماكزیمم كردن می تواند روی تمام آنسامبلهای ممكن 
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 سازگار با
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 گرفته شود . 

(6- 2)                                                                       
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بنابراین نرخ ماكزیمم یك عدد ذاتی برای 
[image: image464.wmf]AB
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 است كه وابستگی به جزئیات بیشتر حالت 
[image: image465.wmf]ABC

y

 ندارد بعبارتی این قضیه تضمین می كند كه این مقدار تنها به 
[image: image466.wmf]AB
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 وابسته است این كمیت درهم تنیدگی كمكی برای 
[image: image467.wmf]AB

r

است . 

(6-3)
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به نظر می رسد این كمیت دوگان درهم تنیدگی ساختار باشد كه به صورت زیر تعریف می شود. 

(6-4) 
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بعبارت دیگر یك حالت سه جزئی بین A، B و C برقرار شده است، در این حالت جزء C با انجام یك اندازه گیری روی جزء خود باعث ایجاد یك حالت درهم تنیده دو جزئی بین A و B می شود. هدف C ماكزیمم كردن درهم تنیدگی بین A و B است و ماكزیمم درهم تنیدگی متوسطی كه او می تواند بسازد، درهم تنیدگی كمكی نام دارد. لازم به تذكر است كه یك توزیع حالتها كه معادله( 6-3) رابرای یك اندازه گیری داده شده ماكزیمم می كند ، لزوما توزیع مناسب برای یك اندازه گیری متفاوت نیست. بنابراین انتخاب نوع اندازه گیری مهم است . 
6-2 ماكزیمم احتمال تقطیر یك حالت بل از حالت سه تایی اولیه : 

در قسمت قبل ایده درهم تنیدگی كمكی را بیان كردیم . همانطوریكه ملاحظه شد یك حالت خالص سه تایی بین A، B و C برقرار شده است . جزء C تصمیم می گیرد كه با انجام اندازه گیری روی سیستم خود به دوستانش A و B كمك كند. لازم به ذكر است كه جزء C در حالت كلی می تواند بیشتر از 1 كیوبیت داشته باشد. بعبارتی حالت خالص ابتدایی را
 می توان یك حالت  n ×2×2 در نظر گرفت كه به طور مثال n=4 به این معنی است كه C، 2 كیوبیت در اختیار دارد. هدف C ماكزیمم كردن درهم تنیدگی بین آلیس و باب است و ماكزیمم  درهم تنیدگی  كه او می تواند بین آنها به وجود آورد همان درهم تنیدگی كمكی است كه عبارتست از 

(6-5)  
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محاسبه 
[image: image471.wmf]a
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 از رابطه فوق كار مشكلی است. مساله دیگر اینست كه وقتی عضو كمك كننده با اندازه گیری روی كیوبیت خود، بین A و B یك درهم تنیدگی ایجاد می كند، درجه این زوج درهم تنیده در حالت كلی بالا نیست و برای استفاده از آن در فرآیندهای اطلاعات كوانتومی باید به روش تقطیر، آنرا به حالتهای بل تبدیل كرد. پس مهم است كه بدانیم حالت دوتایی بدست آمده از حالت سه تایی اولیه ، با چه احتمالی به یك  حالت با بیشترین درجه درهم تنیدگی تبدیل می شود. یك رابطه مهم برای حد بالایی 
[image: image472.wmf]m
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 ماكزیمم احتمال تقطیر یك حالت بل از حالت سه تایی اولیه به صورت زیر وجود دارد . 

(6-6)  
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كه در آن 
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 درهم تنیدگی دوتایی بین  آلیس با باب + چارلی ( باب با آلیس + چارلی ) می باشد. رابطه فوق به این دلیل برقرار است كه هر درهم تنیدگی  جزئی 
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  بوسیله هیچ اعمال موضعی و ارتباطات كلاسیكی LOCC توسط آلیس، باب و چارلی نمی تواند افزایش یابد. اخیرا نشان داده شده است ] Win05 [ كه مقدار حد بالایی رابطه بالا برای بعضی حالتها، قابل دست یابی است. به نظر می رسد اگر بتوانیم شرایطی را كه در آن نامساوی فوق به تساوی تبدیل می شود پیدا كنیم، در آن صورت برای حالتهای مورد نظر ، پیدا كردن 
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 به آسانی ممكن است . 

6-3- رده Ą:

در قسمت قبل یك نامساوی برای یافتن ماكزیمم احتمال تقطیر یك حالت بل بین AB از سه جزئی ABC بیان كردیم و اشاره كردیم كه برای بعضی حالتها این نامساوی تبدیل به تساوی می شود. گور 1و همكارانش ] GMS05 [ در قالب قضیه ای، بیان كرده اند كه برای یك سری حالتهایی كه شرایط بخصوصی را برآورده می كنند نامساوی فوق به تساوی تبدیل 
می شود. این حالتها همگی به یك رده به نام رده Ą تعلق دارند. بعبارت دیگر برای حالتهای مذكور به راحتی از رابطه 

(6-7) 
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و با داشتن درهم تنیدگی های جزئی فوق از تجزیه اشمیت ، می توان 
[image: image480.wmf]m

P
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قضیه: برای ضرایب مختلط 
[image: image481.wmf]ABC

C

B

A

l

ij

l

j

i

a

y

º

 از     
[image: image482.wmf]n

ABC

H

H

H

Ä

Ä

Î

2

2

y

  پایه های راست هنجار
[image: image483.wmf]A

i

 ، 
[image: image484.wmf]B

j

 و 
[image: image485.wmf]C

l

 برای آلیس ، باب و چارلی  وجود دارد، بطوریكه ماتریس 
[image: image486.wmf]l

l

A

A

†

 به ازاء تمام مقادیر l قطری است كه در  آن 
[image: image487.wmf](

)

l

ij

l

a

A

=

  یك ماتریس 2×2از ضرایب است. بطور مشابه پایه های راست هنجاری وجود دارند بطوریكه
[image: image488.wmf]†

l

l

A

A

¢

¢

     به ازاء تمام مقادیر l قطری است. 

اثبات: مطابق تجزیه اشمیت دو پایه راست هنجار  
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كه در آن 
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حال چهار ماتریس  
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 را به صورت زیر تعریف می كنیم:
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از آنجا كه پایه های اشمیت
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 بهنجار شده هستند رابطه زیررا داریم:
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ماتریسهای2 ×2 ، 
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 را می توان به صورت زیر نوشت :
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حال یك تغییر پایه برای سیستم چارلی در نظر بگیرید بطوریكه 
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 دارای عناصر قطری صفر باشد. در نتیجه پایه هایی وجود دارند بطوریكه می توان ماتریس 2×2 
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 و توسط پایه های دیگری ماتریس        
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كمیت دیگری كه برای تعریف شرایط رده Ą نیاز داریم، درهم تنیدگی دو جزئی 
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               كوچكترین ضرایب اشمیت تجزیهA(BC) و B(AC) می باشند.

تعریف رده Ą: حالت
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 عضو رده Ą است اگر یكی از دو شرط زیر را داشته باشد: 
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  در اینصورت ماكزیمم احتمال تقطیر یك حالت بل از حالت سه تایی اولیه عبارتست از: 
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6-5 اندازه رده Ą  ] JBG+06 [ : 

 با توجه به اهمیت حالتهای متعلق به رده Ą، در این قسمت ابتدا شرایط (6-13) و (6-14) را برای حالتی كه آلیس، باب و چارلی هر كدام یك كیوبیت در اختیار دارند یا سیستم 2×2×2 به صورت تحلیلی بدست می آوریم. و سپس به وسیله روشهای عددی، بزرگی رده Ą را برای سیستم 2×2×2 و4×2×2 تخمین می زنیم. 

6-5-1 روش تحلیلی  : 

هر حالت سه كیوبیتی را می توان به صورت زیر نوشت ] ABLS01 [: 
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و یا
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که درآن:

(6-21) 
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دو مجموعه شرایط (6-17)،(6-18) و یا (6-19)، (6-20) شرایط تعلق به رده Ą
 می باشند. برای یك حالت داده شده می توان شرایط فوق را امتحان كرد و در صورت برآورده یكی از مجموعه شرایط فوق، حالت مورد نظر متعلق به ردهĄ است.

6-5- 2 روش عددی : 
برای تخمین بزرگی رده Ą، بدلیل حجم بالای محاسبات و پیچیدگی روابط، روش تحلیلی كاربرد چندانی ندارد، پس بدنبال روش عددی می رویم و با استفاده از سرعت و دقت بالای كامپیوتر در مقایسه با انسان، تخمین بزرگی رده Ą را به وسیله یك برنامه كامپیوتری انجام می دهیم. برای انجام این كار از نرم افزار  MATLAB استفاده می كنیم. برای این منظور باید یك سری حالتهای تصادفی تولید كنیم و شرایط رده Ą را برای این حالتهای تصادفی امتحان كنیم. سپس با استفاده از نسبت تعداد حالتهای متعلق به رده Ą به كل حالتها، حجم رده Ą بدست می آید. اولین قدم برای اجرای برنامه تولید حالتهای تصادفی است. مهمترین تفاوت این حالت با تولید اعداد تصادفی اینست كه اعداد مورد نیاز برای ایجاد یك حالت كوانتومی در شرط خاص بهنجارش صدق می كنند. مثلا برای تولید یك حالت سه كیوبیتی نیاز به تولید 8 عدد تصادفی بعنوان ضرایب بسط تابع حالت سه كیوبیتی داریم كه این اعداد در حالت كلی، مختلط هستند ولی این 8 عدد باید در شرط بهنجارش صدق كنند. بهمین دلیل برای تولید این اعداداز روش ماتریسهای یكانی كتره ای] PZK98 [ استفاده می كنیم. در این روش یك ماتریس یكانی تصادفی به ابعاد مورد نیاز تولید می كنیم و یك ستون از این ماتریس را بعنوان اعداد كتره ای بهنجار شده بر می داریم كه این روش خواسته ما را از ضرایب بسط تابع حالت برآورده می كند. با تكرار این عمل می توان به تعداد دلخواه، تابع حالت تصادفی ایجاد كرد. سپس برای هر حالت تولید شده، تجزیه اشمیت آنرا بدست می آوریم و سپس با استفاده از ضرایب و پایه های اشمیت، شرایط رده Ą را بررسی می كنیم . برنامه این توانایی را دارد كه پس از كنترل شرایط مذكور برای رده Ą برای هر حالت، در صورت برآورده شدن شرایط، پیغام دهد كه حالت مذكور در رده Ą است یا خیر. ودر نهایت تعداد حالتهای موجود در رده Ą را شمارش كند و نسبت تعداد حالتهای متعلق به رده Ą به كل حالتها را به عنوان حجم رده Ą بعنوان خروجی بدهد. 

6-5-2-1  سیستم 2×2×2 : 

تابع حالت سیستم 2×2×2  یا سیستم سه كیوبیتی در حالت كلی به صورت زیر است . 

(6-35) 
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از رابطه فوق پیداست كه برای تولید یك حالت سه كیوبیتی نیاز به 8 عدد مختلط داریم كه در شرط  
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صدق كنند. برنامه رادراین حالت به تعداد 
[image: image557.wmf]5
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 باراجرا 
می كنیم، هر بار كه برنامه اجرا می شود . شرایط تعلق به رده Ą بررسی می شود واگر شرایط برآورده شود، این حالت شمرده می شود و در غیر اینصورت خیر و در نهایت احتمال یافتن حالت در رده Ą  یا حجم رده Ą را بعنوان خروجی به صورت 
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 بدست می دهد. این مقدار برای حجم رده Ą نشان می دهد كه تقریبا
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 حالتهای سه كیوبیتی در رده Ą هستند و بعبارتی برای
[image: image560.wmf]4
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ازاین حالتها به راحتی از رابطه (6-15) می توان ماكزیمم  احتمال بوجود آوردن یك حالت  بل بین آلیس و باب به واسطه كمك چارلی را بدست آورد. خطای این برنامه كه در طبیعت تولید تصادفی حالتها نهفته است ، با چندین بار اجرای برنامه و محاسبه خطا، بدست آمده است.  در زیر نمودار خطای مربوط به برنامه عددی مربوطه آورده شده است. همانطوریكه ملاحظه 
می شود بیشتر اعداد حول مقدار میانگین می باشند و نمودار خطا شكل قابل قبولی دارد .
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6-5-2-2  سیستم 4×2×2 : 

حال به ابعاد بالاتر می رویم سیستم 4×2×2 به این معنی است كه آلیس و باب هر كدام یك كیوبیت در اختیار دارند و عضو كمك كننده چارلی دو كیوبیت در اختیار دارد. سیستم 4×2×2 را در حالت كلی به صورت زیر می توان نمایش داد : 

(6-36)
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 EMBED Equation.3  [image: image563.wmf]å
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كه درآن 
[image: image564.wmf]ijk
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هاضرایب مختلطی هستند كه در شرط 
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 صدق می كنند. ملاحظه می شود كه تعداد این ضرایب 16 تا است . پس برای این سیستم، برنامه تعداد 16 عدد مختلط كه درشرط  بهنجارش صدق می كنند بعنوان ضرایب یك حالت 4×2×2 تولید می كند و سپس مراحل لازم را برای بررسی شرایط رده Ą طی می كند. تفاوت با حالت 2×2×2 در تعداد شرایط رده Ą است. در اینجا به دلیل بزرگ شدن ابعاد سیستم چارلی، تعداد شرایط نیز افزایش یافته است و قبل از اجرای برنامه، می توان پیش بینی كرد كه حجم رده Ą در اینحالت باید كوچكتر از حالت قبل باشد. برای این سیستم  نیز همان تعداد
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 حالت تصادفی را تولید كرده و باانجام برنامه،احتمال یافتن حالت مورد نظر در رده Ą(حجم رده Ą) را بدست آوردیم. این مقدار 
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می باشد كه مطابق با پیش بینی ما به شدت از حجم رده Ą برای سیستم سه كیوبیت كمتر است. در این حالت برای تقریبا
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  حالتهای 4×2×2 می توان از رابطه (6-15) برای بدست آوردن 
[image: image569.wmf]m
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استفاده كرد.

6-6 نتیجه گیری: 
در این فصل مفهوم درهم تنیدگی كمكی را بعنوان یك نوع جدید مقیاس در هم تنیدگی بیان كردیم و دیدیم مقدار فوق برای حالتهایی كه به رده بخصوصی تعلق دارند به سادگی قابل محاسبه است. كاری كه ما انجام دادیم تخمین بزرگی این رده به هدف تعیین میزان اهمیت بررسی این رده بود. این كار را برای دو سیستم 2×2×2 و 4×2×2 انجام دادیم. پیشنهادهایی به صورت زیر برای ادامه این كار می توان ارائه داد : 

1) تجزیه وتحلیل مقادیر بزرگی ردهĄ برای دوسیستم بررسی شده. 

2) بررسی حالتهایی كه متعلق به رده Ą نیستند. 
3) بررسی چگونگی تغییر حجم رده Ą، برای سیستم 
[image: image570.wmf]n
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 به ازاء مقادیر مختلف n.

پیوست 1: جبر خطی 

ابزار ریاضی مناسب در بحث درهم تنیدگی, جبر خطی است. به همین دلیل بعضی تعاریف و روابط مورد لزوم به اختصار در این پیوست آورده شده است.

جبر خطی به طور كلی فضاهای برداری و اعمال خطی روی  این فضاهای برداری را بررسی می كند. نمونه خوبی از فضاهای برداری اعداد مختلط است. مولفه های فضای برداری را بردار می نامیم كه به صورت یك ماتریس ستونی نمایش می دهیم. در مكانیك كوانتومی بردارها را با
[image: image571.wmf]y

  نمایش می دهیم .

یك زیر فضای برداری از یك فضا برداری, زیر مجموعه W از V است به طوری كه W خود یك فضای برداری باشد یعنی W تحت عمل جمع و ضرب اسكالر بسته باشد.

پایه ها و استقلال خطی: یك مجموعه جاروب كننده برای یك فضای برداری, یك مجموعه از بردارهای 
[image: image572.wmf]n
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 است به طوری كه هر بردار
[image: image573.wmf]v

 در فضای برداری را بتوان به صورت یك تركیب خطی 
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 از بردارهای این مجموعه نوشت. یك مجموعه بردارهای غیر صفر
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  وابسته خطی هستند, اگر یك مجموعه از اعداد مختلط
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  وجود داشته باشد كه 
[image: image577.wmf]0

¹

i

a

 (حداقل به ازاء یك مقدار) به طوری كه  
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 . یك مجموعه بردارها, مستقل خطی هستند اگر وابسته خطی نباشند.

عملگر خطی : A عملگر خطی است اگر 
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ضرب داخلی : ضرب داخلی تابعی است كه دو ورودی بردار را از یك فضای برداری برمی دارد و یك خروجی عدد مختلط تولید می كند. ضرب داخلی خواص زیر را دارد :

1- ضرب داخلی نسبت به آرگومان  دوم خطی است.
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3- ضرب داخلی نرم مثبت دارد
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 علامت تساوی تنها درصورتی كه 
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 اتفاق می افتد .
روش گرام ـ اشمیت : این روش برای تشكیل یك مجموعه پایه های راست هنجار از یك مجموعه پایه دیگر به كار می رود . فرض كنید 
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 یك مجموعه پایه از فضای برداری V با ضرب داخلی باشند در این صورت تعریف می كنیم :
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 یك پایه راست هنجار برای فضای برداری V می باشند .

ضرب خارجی : ضرب خارجی را به صورت 
[image: image589.wmf]v
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 نشان می دهیم واین عبارت یك اپراتور خطی از V به W است. ازمفهوم ضرب داخلی به رابطه     می رسیم كه 
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 ویژه مقادیر و ویژه بردارها : ویژه برداریك اپراتور خطی A روی یك فضای برداری, یك بردار غیر صفر
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 است به طوری كه
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 یك عدد مختلط است و ویژه مقدار مربوط به A نامیده میشود.

یك نمایش قطری برای اپراتور A روی فضای برداری 
[image: image594.wmf]V

 نمایش
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 است كه در آن بردارهای 
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 یك مجموعه راست هنجار از ویژه بردارهای 
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, با مقادیر ویژه مربوطه 
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  می سازند. به این نمایش , تجزیه طیفی A گویند.

اپراتورهای الحاقی و هرمیتی : فرض كنید A یك اپراتور خطی در یك فضای هیلبرت V باشد. در این صورت یك اپراتور خطی منحصر به فرد
[image: image599.wmf]†
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 روی V وجود دارد به طوری كه 
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این اپراتور خطی را الحاقی اپراتور A گوییم. اپراتور الحاقی غیر خطی است زیرا 
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اگر
[image: image602.wmf]†
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 در این صورت اپراتور A خود الحاقی یا هرمیتی نامیده می شود.

اپراتور نرمال:  یك اپراتور نرمال است اگر
[image: image603.wmf]A
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.  یك اپراتورهرمیتی , نرمال نیز هست. یك اپراتور نرمال, هرمیتی است اگرو فقط اگر ویژه مقادیرحقیقی داشته باشد.

اپراتوریكانی : یك اپراتوریكانی است اگر
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. یك اپراتور یكانی, نرمال نیز هست. اپراتور یكانی, ضرب داخلی بین بردارها را ناوردا باقی می گذارد یعنی 
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تمام ویژه مقادیریك اپراتور یكانی مدول 1 دارند پس می توان آنها را به شكل 
[image: image606.wmf]q
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  نوشت كه 
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 حقیقی است.

اپراتور مثبت: اپراتوری است كه برای هر
[image: image608.wmf]v

 عبارت 
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 یك عدد حقیقی نا منفی باشد.

ضرب تانسوری : ضرب تانسوری یك روش برای استفاده از فضاهای برداری برای ساختن فضاهای برداری بزرگتر می باشد. اگر
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 برداری از فضای 
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 و
[image: image612.wmf]w

 برداری از فضای W باشد دراین صورت
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 برداری ازفضای بزرگتر
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 است. ضرب تانسوری  خواص زیر را دارد .

1. 
[image: image615.wmf](

)

(

)

(

)

w

z

v

w

v

z

w

v

z

Ä

=

Ä

=

Ä


2. 
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3. 
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عمل اپراتورها روی این فضای حاصلضرب به این صورت است كه اگر
[image: image618.wmf]v

 و
[image: image619.wmf]w

  بردارهایی از فضاهای V و W باشند و A و B اپراتورهایی خطی روی V و W باشند در این صورت 
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ضرب كرونكر: اگرA ماتریس n × m و B ماتریس 
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 باشد دراین صورت :
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در اینجا تذكر می دهیم كه نماد گذاری 
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 به معنی این است كه
[image: image624.wmf]y
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 باردر خودش ضرب تانسوری شده است .
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برای ضرب تانسوری خواص زیر را داریم :
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ضرب تانسوری دواپراتور یكانی, یكانی است, ضرب تانسوری دو اپراتورهرمیتی, هرمیتی است, ضرب تانسوری دو اپراتور مثبت, مثبت است.

تابع اپراتور: برای پیدا كردن تابع یك اپراتور یا ماتریس, ابتدا تجزیه طیفی آن اپراتور را می نویسیم 
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در این صورت تابع اپراتور عبارتست از
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رد : مجموع عناصر قطر اصلی یك ماتریس است .                              
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خواص رد عبارتند از :

1) تقان دوره ای دارد .            
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2) خطی است. 
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3) اگر z یك عدد مختلط باشد
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4) تحت تبدیلات یكانی ناوردا است. 
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ضرب داخلی هیلبرت ـ اشمیت : عبارتست از 
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تجزیه قطبی : اگر A یك اپراتورخطی روی فضای برداری V باشد,دراین صورت اپراتور یكانی U و اپراتورهای مثبت J وK    وجود دارند به طوری كه  
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 كه اپراتورهای مثبت منحصر به فرد  J و K  در رابطه 
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صدق می كنند. اگر A معكوس پذیر باشد در این صورت U منحصر به فرد است .

تجزیه مقدار تكینه : اگر A یك ماتریس مربعی باشد, در این صورت ماتریسهای یكانی U و V و یك ماتریس قطری D با مولفه های غیر منفی وجود دارند به طوری كه
[image: image642.wmf]UDV
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. عناصر قطری D را مقادیر تكینه A می نامند.

پیوست 2 : تجزیه اشمیت 

قضیه اشمیت : فرض كنید 
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 یك حالت خالص از یك سیستم مركب AB باشد در این صورت پایه های راست هنجار
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 برای سیستم A و
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 برای سیستم B وجود دارند به طوری كه 
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      (پ 2- 1)
كه در آن 
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ها اعداد حقیقی غیر منفی هستند كه در شرط 
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 صدق می كنند و ضرایب اشمیت نام دارند. این نتیجه بسیار مفید است به عنوان مثال اگر
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 یك حالت خالص باشد با استفاده از تجزیه اشمیت می توان نوشت:      
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      و 
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.  پس ویژه مقادیر
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 و  
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 یكسان هستند و هر دو
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 می باشند. خیلی از خواص مهم سیستم كوانتومی توسط ویژه مقادیر ماتریس چگالی تقلیل یافته سیستم توصیف می شود, بنابراین برای یك حالت خالص از یك سیستم مركب, چنین خواصی برای هر دو زیر سیستم یكسان است.

در بسط (پ 2- 1) 
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 پایه های اشمیت و 
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ها ضرایب اشمیت نام دارند. ضرایب اشمیت یكی از خواص مهم سیستم كوانتومی مركب است كه می توان به كمك آن مقدار درهم تنیدگی را مشخص كرد. برای اینكه این موضوع را درك كنیم خاصیت واضح ولی مهم زیر را در نظر می گیریم: عدد اشمیت تحت تبدیلات یكانی روی سیستم A یا سیستم B به تنهایی بدون تغییر باقی می ماند. برای درك مطلب توجه كنید كه اگر 
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تجزیه اشمیت
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  باشد دراین صورت 
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 تجزیه اشمیت برای  
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است كه در آن
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 یك اپراتور یكانی است كه روی سیستم A به تنهایی عمل می كند خواص ناوردایی از این قبیل، عدد اشمیت را به یك ابزار مفید تبدیل كرده است.
پیوست 3 :عملیات موضعی و ارتباطات كلاسیكی LOCC :

زیر مجموعه ای ازعملیات كوانتومی وجود دارند كه اهمیت خاصی داشته و به نام عملیات كونتومی موضعی معروفند (LO). به بیان دقیق تر هنگامی كه حالتی دو یا چند جزیی داریم كه اجزا آن از هم جدا باشند یا حداقل به خوبی ایزوله شده باشند ممكنست بخواهیم روی هر زیر سیستم ازسیستم كل عملیاتی انجام دهیم . مثلا به شكل 
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  كه درآن 
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 به معنای عمل روی زیر سیستم A و 
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  است .

به علاوه افرادی كه یك حالت چند جزیی را به اشتراك می گذارند, معمولا اجازه ارتباطات كلاسیكی (CC ) دارند و از طریق همین ارتباط كلاسیكی ممكن است عملیات مختلفی بسته به نتیجه آزمایش بقیه ترتیب دهند. این زیر مجموعه به نام عملیات موضعی و ارتباطات كلاسیكی یا به طور خلاصه LOCC نام دارند. این مجموعه عملیات از اهمیت خاصی برخوردارند. چون در هم تنیدگی نوعی از همبستگی است كه نمی تواند از طریق عملیات LOCC ایجاد و یا حتی مقدار آن افزایش یابد .
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