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:پيش گفتار

بهةواژ. هندسه زادة نياز انسان به اندازه گيري است مي»1اندازه گيري زمين« هندسه هم، در تحليل، آخر امـا. گردد بر

و نيازها تنها دليل پيشرفت آن نيستند  مياگ. عوامل طبيعي بينيم كه تقريباًر نگاهي كلي به پيشرفت رياضيات بياندازيم

و رياضيات مجرد پابه  و اگر در دوره پاي هم پيش رفته رياضيات كاربردي ، يكي بر ديگري پيشي گرفتـه اسـت،اي اند

مررياضيات كـا در واقع.طولي نكشيده كه نوع ديگر عقب ماندگي خود را جبران كرده است و رياضـيات جـرد بردي

. انـد كه بعد از مدت كوتاهي دگرگون شده بسياري در تاريخ رياضي ايجاد شده، هاي مرزبندي.مرزي مشخص ندارند 

و بي كاربرد بودنشان باعث عدم توفيـق كاشفانـشان در جلـب زيادند مفاهيمي كه در هنگام كشف آنها به دليل مجرد

عل اما به زودي گره؛ اند شده خود نظر معاصران  وم كاربردي پيش آمده كـه كـاربرد فـراوان آن مفـاهيم را بـه هايي در

.ه استهمگان ثابت كرد

ابتدا نياز انسان به اندازه گيري زمـين تنهـا عامـل بـه وجـود آمـدن. در مورد هندسه نيز وضع به همين صورت است

و اندكي بعد همان مفاهيم. هندسه بود  بردهـايي انكـارر كا سپس جذابيت هندسه، آن را به سوي هندسه نظري كشاند

از. ناپذير پيدا كردنـد  ،هندسـة كـاربردي بـه دورة هندسـة نظـري در اويـل راهِ هندسـه، نقـش اساسـي را در انتقـال

و بـه ويـژه نقـش. بـازي كردنـد ... دانشمنداني از يونان باستان چون تالس، دموكريت، اودوكس، فيثاغورث، اقليدس

و تنظيم هندسة استد اصلي را در جمع  دِ آوري و بنابر همـين يـن مـا در لالي، مديون اقليدس، رياضيدان يوناني هستيم

و تحولاتي كه سرچشمة آنها اثر .اقليدس است بپردازيم معروف اينجا سعي داريم كه به بررسي اتفاقات

و نيم پيش انقلابي در زمينة هندسه روي داد كه از لحـاظ علمـي بـه عمـق انقـلاب كپرنيكـي در در حدود يك سده

و از جنبة نتايج فلسفي به اهميت نظرية تكامل داروين بودن تـأثير«: نويـسد مـي كاكستر، هندسه دان كانـادايي. جوم،

 و واقعيت داريم آنچنان عميق بوده است كه به دشواري مي كشف هندسة هذلولوي در تصو تـوانيم ري كه از حقيقت

 تكـان دهنـده جلـوه كـرده 1820 تا چه اندازه در سال تصور كنيم كه امكان وجود هندسه اي غير از هندسة اقليدسي 

-تار فـضاة پيوسـسدر واقع، هند«. ايم زمان نظرية نسبيت اينشتين را شنيده-اما همة ما امروزه نام هندسة فضا».است

مان به حدي به هندسة نا اقليدسي وابسته است كه آگاهي از اين هندسه ها شرط لازم براي درك كامل جهانشناسيز

».سبيت استن

و كتاب او2اقليدس

و تقريباً همة چيزهايي كه از او مي ،3هاي پروكلـوس دانيم حاصل نوشته از اقليدس اطلاعات زيادي بدست ما نرسيده

.فيلسوف يوناني است

1 Geometry 
2 Euclid       (300 BC). 
3 Proclus    (410-485). 
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و به دعوت سال قبل از ميلاد مي 300اقليدس در حدود داده اول، در اسـكندريه هندسـه درس مـي بطلميـوس زيسته

مي، اول بطلميوس،وزي شاهر. است و نزديكتري از كارهاي او بـراي يـاد گـرفتن پرسد كه آيا راه ساده از اقليدس تر

و اقليدس پاسخ مي  : كننـد همچنين نقـل مـي.»اي براي هندسه وجود ندارد هيچ راه شاهانه«: دهد هندسه وجود دارد؟

مي كه هنگامي از داد اقليدس داشت قضيه اول خود را درس از يـاد گـرفتن اينهـا چـه«: از او پرسيدش شاگردان يكي

و اقليدس غلام خود را صدا.»رسد؟ چيزي به من مي  چيزي به اين مـرد بدهيـد؛ او انتظـار دارد از هندسـه«: گفتزد

.»چيزي عايدش شود

بر»1اصول«مهمترين چيزي كه از اقليدس به جاي مانده است كتابي است به نام در13 كه مشتمل  باب هندسـه كتاب

هاي هفتم تا نهم شامل مبـاحثي از نظريـه هاي اول تا ششم در مورد هندسة مسطحه، كتاب كتاب.و نظريه اعداد است

و بقيه دربارة هندسة سه بعدي يا هندسة فضايي نوشته شده .اند اعداد، كتاب دهم راجع به اعداد گنگ

و معرفي» اصول«  است، كتـابي بـدون مثـال، بـدون محاسـبه، بـدون بيـاني كه همچون ديگر آثار اقليدس فاقد مقدمه

و و آماده سازي و اثبات آنهاو تنها شامل ...لطيف، بدون پيش درآمد .ستقضايا

و قـديمي 2300تاب كه حدودكاين  مـيلادي، در آكـسفورد 888تـرين نـسخه آن مربـوط بـه سال پيش نوشته شده

و انتشارشود؛ بعد از كتاب مقدس داراي آمار نگهداري مي آن بيشترين ترجمه و از زمان نوشـته شـدن در اروپا است

و توسط تمام رياضيدانان، حتي بزرگترين رياضـيدان باسـتان تا كنون، به عنوان يك كار شگفت  انگيز مورد توجه بوده

ا  كت.شميدس، مطا لعه شده استريعني ميااعتبار دوب اقليدس از اين جا معلوم هـزار سـال شود كه در طول بيش از

و يا تحت تأثير نوشـته او بـوده اسـت كه از زمان نوشتن آن مي گذرد همة هندسه  . هاي مقدماتي، يا عين كار اقليدس

و قابـل فهـم درآورد» اصول« وانگهـي، روش. اولين كتابي است كه توانسته است آموزش هندسه را به روالي منطقي

بـه معنـي» محض«. مي ناميم»2رياضيات محض«آنچه كه ما امروز اقليدس به كاربرد، الگويي است براي كه بنداشتي

هيچ تجربة عيني براي تحقيق درستي احكام لازم نيست، تنها بايد مراقـب اسـتدلال در اثبـات: است» انديشة محض«

.قضايا بود

ائتتوس را هاي اودوكس را جمع آوري كرده، بـسياري از مطالـب تئـ، قضيه خود در كتاب، اقليدس به گفتة پروكلوس

و مطالب پرا و ساماندهي كرده استكندتصحيح و بي سامان نوشته شده تا آن زمان را كامل .ه

و و در ادامـه پـنج بـه اصـطلاح اصـل مـي ... اقليدس در اين كتاب ابتدا تعاريفي براي نقطه، خط، خـط راسـت آورد

و شهودي بيان مي (Axiom)متعارفي و بايـد بـدون اثبـات كند كه بديهي و تقريبـاً در همـه جـا انـد  پذيرفتـه شـوند

مي سپس اصولي شهودي مختص هندسه. عموميت دارند و آنهـا را اصـل كند ارائه كه بايد بدون اثبات پذيرفته شوند

 
1 Elements. 
2 Pure Mathematics. 
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و اختصاصي بودن بين در واقع فرق. نامد مي (Postulate)موضوع و اصل موضوع در عموميت اولي  اصل متعارفي

د. دومي است و همـه را اصـل موضـوع يـا البته امروزه . نامنـد مـي» بنداشـت«يگر جـدايي بـين آنهـا برداشـته شـده

و مهم معروف مي ترين باشد كه توجه بسياري از رياضيدانان را در طـي ترين قسمت كتاب اقليدس هم همين ده اصل

و از همة آنها مهمتر پنجمـي  و سرچشمه تحولات بسياري در هندسه شده ن اصـل موضـوع، قرنها به خود جلب كرده

و پر ماجراست. معروف به اصل توازي اقليدس است برخي. سير تاريخي اين تحولات همچون داستاني هيجان انگيز

و اصول موضوع اقليدس در زير آمده است :تعاريف، اصول متعارفي

:برخي تعاريف

جز• )داراي بعد نيست.( نداردءيك نقطه چيزي است كه هيچ

پ• .هناستيك خط يك امتداد بدون

.ها هستند نهايت قسمتهاي يك خط نقطه•

و يكنواخت بر نقاط خود قرار داشته باشد• .خط مستقيم، خطي است كه به نحوي هموار

•.... 

و در دو طرف انتهـاي آن بـر محـيط دايـره• يك قطر دايره هر خط راستي است كه از مركز رسم شده باشد

م و يك چنين خطي دايره را به دو نيم تقسيم .كنديباشد

:(Axioms)اصول متعارفي

.اشياي مساوي با يك چيز، با هم مساويند.1

.ها مساوي خواهند بود ها افزوده شوند، مجموع ها به مساوي چون مساوي.2

خو مانده ها تفريق شوند، باقي ها از مساوي چون مساوي.3 .هند بوداها مساوي

.اشياي منطبق بر يكديگر با هم مساويند.4

.گتر استكل از جزء خود بزر.5

:(Postulates)اصول موضوع

مي.1 .توان رسم كرد خط مستقيمي از هر نقطه به نقطه ديگري

.توان يك خط مستقيم متناهي را به يك خط مستقيم امتداد دادمي.2

و با شعاع هر فاصلهايدايره.3 )رسم كرد.(اي مي توان درنظر گرفت به مركز دلخواه

.همة زواياي قائمه با يكديگر مساويند.4
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اگريك خط مستقيم، دو خط مستقيم را چنان قطع كند كه در يك طرف، زواياي درونـي كمتـر از دو قائمـه.5

از درونيِة دو خط مستقيم به طور نامحدودي امتداد يابند، در همان طرفي كه دو زاوي آنگاه اگر بسازد،   كمتر

مي دو قائمه ساخته شده .كنند اند، تلاقي

و 465ت، بنداش10 اين سپس اقليدس از و اصـلاً شـهودي  گزاره را نتيجه گرفت كه بسياري از آنهـا پيچيـده بودنـد

و تمام اطلاعات زمان او را در بر داشتند را. بديهي نبودند يك دليل بر زيبايي اصول اقليدس اين است كه ايـن همـه

.از آن اندك نتيجه گرفته است

»اصول«نقايص منطقي

و ساختار رياضيات شده است قرناتقسمت اعظم تلاشهاي رياضي ايـن كـار بـه. بيستم صرف بررسي مباني منطقي

و ويژگيهاي آنها شـده موضوعيها اصلنوبة خود باعث پديدار شدن مبحث  ، يا مطالعة مجموعه هاي اصول موضوعه

به. است  كار گرفته خود منطق، كه به مثابة ابزاري براي به دست آوردن نتايجي از فرضهاي پذيرفته شده در رياضيات

و منطق رياضي پا به عرص عجيب اينكه اغلـب ايـن ملاحظـات نـوين،. وجود نهادةمي شد، مورد علاقه قرار گرفت

و به ويژه در كتاب  .اقليدس دارند» اصول«نظير قسمتهايي از رياضيات، ريشه در آثار يونانيان باستان،

و عظيم در روش ارائـة اصـل موضـوعي، عـاري از راستي چقدر خوب مي شد اگر اثر اقليدس، اين تلاش ديري به ن

و با ارزش بود امـا طـي صـدها سـال بـسياري از رياضـيدانان بـه. ايرادهاي منطقي مي بود اين اثر گرچه بسيار بديع

مفروضـات( ايـن نقـايص، فرضـهاي تلـويحي شايد بزرگترينِ. نقايص گوناگوني در مفروضات اقليدس اشاره كردند 

اص،متعددي هستند كه اقليدس مي پذيرد) صريحاً بيان نشده  .دنل موضوعة وي آنهـا را مجـاز شـمرده باشـو بي آنكه

اقليدس سعي كرده است كليـة اصـطلاحات فنـي. همچنين برخي از تعاريف مقدماتي نيز در معرض انتقاد قرار دارند

انقدر غير ممكن اسـت هندسة خود را تعريف نمايد ولي در واقع تعريف صريح همة اصطلاحات فني يك مبحث هم 

و ايـن. كه اثبات كلية احكام آن  زيرا يك اصطلاح فنـي را بايـد بـه كمـك ديگـر اصـطلاحات فنـي تعريـف كـرد،

و الي آخر  تيابه منظور جلوگيري از وقوع دور يا تسلسل ما بايد اصـطلاح. اصطلاحات را توسط اصطلاحات ديگر،

و ديگر اصطلاحات را به در اين صورت، در تحليـل نهـايي، اصـول. كمك آنها تعريف كنيمرا بدون تعريف بپذيريم

 از تعـاريف گرفتـه تـا اصـول،اين نواقص. مبحث گزاره هاي پذيرفته شده اي در بارة اصطلاحات اوليه اند،موضوعه

.باعث مشكلات منطقي متعددي شد

ال اقليدس كه رياضيدانان به آن اشاره كردوبرخي از مشكات منطقي اص ازند عباره :تند

و دواير� .لزوم گزاره مشخصي در مورد پيوستگي يا تداوم خطوط

.اي در مورد امتداد نامتناهي خط مستقيم لزوم گزاره�
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را� لزوم بيان اين واقعيت كه هر گاه خط مستقيمي از رأس يك مثلث داخل شود، بايد ضـلع مقابـل آن رأس

.قطع كند

بر لزوم گزاره� .خطهايي در مورد ترتيب نقاط واقع

).بين بودن(اي در مورد مفهوم در ميان بودن لزوم گزاره�

. متمايزةلزوم گزارة تضمين كنندة يكتايي خط واصل بين دو نقط�

مي� و در حالي كه همة خواصش بي تغيير باقي مانده اقليدس بر اين فرض بود كه اند، توان مثلثي را برداشت

. اين تغيير نداده بوداي در مورد در محلي ديگر قرار داد، ولي گزاره

.لزوم فهرستي از عبارات تعريف نشده�

:و اما مثال هايي در مورد اين اشكالات

آيا شما مفهوم دقيق چيزي كه هيچ جـزء.»چيزي كه هيچ جزء ندارد«: اقليدس نقطه را چنين تعريف مي كند�

و امثال اينها تعريفي اصطلاحاتِ آيا. ندارد را متوجه مي شويد  ايـن تعريـف امـروزه حتـي. دارنـد روشـن چيز، جزء

. دچـار تسلـسل مـي شـود» امتداد بدون پهنا«همچنين تعريف خط به صورت. روشني خود مفهوم نقطه را مي كاهد 

و يا تعريف مفهوم پهنا به جايي نمي رسد .زيرا امتداد، خود مي بايست تعريف شود

در يمي از رأس مثلثـي داخـل آن مـي تلويحاً فرض شده است كه وقتي خط مستق21در اثبات قضية� شـود،

زوايـاي مجـاور بـه«به اثبات زير براي قـضية. صورتي كه به حد كافي امتداد داده شود، ضلع مقابل را قطع مي كند 

:توجه كنيد».قاعده در مثلث متساوي الساقين قابل انطباق اند

ABC∆داده شده است چنانكهBCAC BA مي خواهيم ثابت كنيم≅ ∠≅∠.

درAB ضلعCفرض مي كنيم كه نيمساز زاوية.1 ).هر زاويه يك نيمساز دارد( ببردD را

BCAC: داريم∆BCDو∆ACDدر.2 ).بنا به فرض(≅

3.BCDACD ).يف نيمساز يك زاويهتعر(∠≅∠

4.CDCD ).چيزهاي مساوي، با يكديگر قابل انطباق اند(≅

5.BCDACD ض(∆≅∆ ز ).ض

BDA

C
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BAپس.6 )زواياي متناظر در مثلثهاي قابل انطباق(∠≅∠

و. ساز دارد مرحلة اول را در نظر بگيريد كه دليل درستيش اين است كه هر زاويه يك نيم اين، حكـم درسـتي اسـت

 را مي بـرد، يـا اگـرAB، در صورت امتداد∠Cولي از كجا مي دانيم كه نيمساز. مي توان جداگانه آن را ثابت كرد 

 ولـي اگـر بخـواهيم واقع است؟ ممكن است اين بديهي به نظر آيدBوAميانDمي برد چگونه مي دانيم كه نقطة

5 تـا2اگر چنين باشد، آنگاه مراحـل. به صورت زير باشد،زيرا ممكن است شكل. دقيق باشيم بايد آن را ثابت كنيم

.∠CAB قابل انطباق است، نـه بـر∠CAD بر∠Bباز درست خواهند بود ولي ما تنها مي توانيم نتيجه بگيريم كه

. متناظر است∠B زاويه اي است كه با∠ACD∆،CADزيرا كه در

خط(نداشتهاي ميانبود وقتي ب  بيان شد، آنگاه مي تـوانيم اثبـاتي بـراي ايـن،)بنداشتهايي راجع به ترتيب نقاط واقع بر

)اي كار مقدار قابل ملاحضه بعد از البته(.ارائه دهيمفرض تلويحي

ض(اقليدس سعي كرده است� ز : برهـان او اساسـاً چنـين اسـت. را بـه عنـوان قـضيه اي ثابـت كنـد)ض

CBA BAوA بـر نقطـة′A را چنان حركت مي دهيم كه نقطة∆′′′ چـون مطـابق فـرض. قـرار گيـردAB بـر′′

BAAB AAچون. منطبق شودB بايد بر نقطة′B، لذا نقطة≅′′ ′∠≅∠،CA و چـون. قرار گيـرد AC بايد بر′′

CAAC ن≅′′ CBبنابراين،. منطبق شودC بايد بر′Cقطة، و بقية زوايا بر بقية زوايا منطبق خواهند شد BC بر′′ ،

.و بدين ترتيب مثلثها قابل انطباق مي شوند

آ»1برهمنهش«اين برهان و بريدن يكي از و از تجربة رسم دو مثلث بر روي صفحه و گـذاردن بـر روي نام دارد نها

ض(گرچه اين راه براي متقاعد سـاختن يـك مبتـدي هندسـه در قبـول. ديگري ناشي شده است  ز راه خـوبي)ض

،ايـن. اقليدس آن را با اكراه، جز در اينجا تنها در يك جاي ديگر هم به كار برده اسـت. است، ولي اين برهان نيست 

1 Super Position. 

BAD

C

CA

B

C′A′

B′
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ذ كر نكرده بود، كه به اتكاي آن، اشكال بتواننـد حركـت كننـد بـي آنكـه برهان نيست زيرا كه اقليدس هرگز بنداشتي

و شكلشان تغيير كند .اندازه

و بنداشتهاي اقليدس به وجود آورده بود و. اينها چند مثال از مشكلاتي بودند كه تعاريف تنها در اواخر قرن نـوزدهم

نبه اي قرار گرفت، بود كه مجموعه هاي بنداشـت اوايل قرن بيستم، بعد از آنكه مباني هندسه موضوع مطالعة همه جا 

ترينـشان بـه افـراد زيـر تعلـق در ميان اين گونه مجموعه ها برجسته. رضايت بخشي براي هندسة اقليدسي تهيه شد 

ج.م: دارند م.پاش، د.پئانو، او.پيري، ا.هيلبرت، گ.و.وبلن، ل.د.هانتينگتون، و  از اين ميان مجموعـة.بلومنتال.بيركهوف

در21مجموعة هيلبرت شامل. بيشتر مورد استفاده قرار گرفتند2بيركهوفو1اشت هاي هيلبرت بند  بنداشت است كه

و فضايي اقليدسي پنج گروه آنها را و اين گروه بندي بـه نـشان دادن چگـونگي است ارائه داده براي هندسة مسطحه

قابـل،)قـرار دارد بـر(بـر، صـفحه،خط، نقطه اصطلاحات اولية هيلبـرت. غلبه بر مشكلات اقليدس مدد مي رساند

 مفهوم تعريف نشدة قابل انطباق تقريباً بـه همـان معنـي مـساوي در كتـاب اقليـدس اسـت امـا. هستندنيبِو انطباق

 مساوي است يعنـي ايـن دو دقيقـاACًباABدر هندسة دقيق شدة امروز وقتي مي گوييم. مفهومي كليتر از آن دارد

م و يك پاره خط را ، يعنـيAC قابل انطباق است بـاABاما وقتي مي گوييم. منطبق استCبرBشخص مي كنند

و همينطـور دو زاويـه. اقليدس براي بيان هر دو از تساوي استفاده مـي كـرد.اين دو پاره خط داراي يك طول هستند

بـراي بيـان قابليـت. بـاق نيـز هـستند اشياء مساوي، قابل انط. قابل انطباقند اگر تعداد درجه هاي مساوي داشته باشند

آن،در زير براي آنكه ببينيم چطور بر نواقص بنداشـتهاي اقليـدس غلبـه شـد. استفاده مي كنيم≅انطباق از علامت 

رادسته از : مي آوريم) بنداشت18( كه مربوط به هندسة مسطحه مي شوند بنداشتهاي هيلبرت

ب و پيوسـتگي، قابليـت انطبـاق، ميانبود،وقوع: نداشتهاي هيلبرت به پنج گروه تقسيم شده اند همانطور كه ذكر شد

.توازي

:بنداشتهاي وقوع

P وجود دارد كه بـرl مساوي نيست، فقط يك خط مانندP كه باQو نقطة دلخواهPبراي نقطة دلخواه.1

. مي گذردQو

. دارند وجودlلا اقل دو نقطة متمايز واقع بر خط دلخواه.2

.سه نقطة متمايز وجود دارند، چنانكه هيچ خطي بر هر سه آنها واقع نمي شود.3

:بنداشتهاي ميانبود

1David Hilbert (1864-1943)و برجسته ترين شخصيت رياضي در ربع اول قرن بيستم ، رياضيدان آلماني
2 G.D. Birkhoff. 
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CBAاگر.1 وCوA،B، آنگاه∗∗ ABC سه نقطة متمايزند كه بر يك خط قرار دارند ∗∗.

DBA قرار دارنـد چنانكـهBD برEوA،Cنقاطي مانند. داده شده اندDوBدو نقطة متمايز.2 و∗∗

DCB EDBو∗∗ ∗∗.

و تنها يكي از آنها بين دو تاي ديگر اسـتCوA ،B اگر.3 . سه نقطة متمايز بر يك خط باشند، آنگاه يكي

ما( .) كه خط دايره اي شكل نيستا مطمئن مي سازدراين بنداشت

:l ناواقع برCوBوAو هر سه نقطةlبه ازاي هر خط ): جداسازي(.4

وl در يك طرفBوAهرگاه) اول( ،BوCدر يك طرف l،باشند AوCهم در يك طرف lخواهند بود .

وl در دو طرفBوAهرگاه) دوم( ،BوCدر دو طرف l،باشند AوCط . خواهند بودlرفدر يك

:بنداشتهاي قابليت انطباق

وBوAهرگاه.1  رسم 'A كه ازr يك نقطة دلخواه، آنگاه به ازاي هر نيمخطي مانند 'A دو نقطة متمايز باشند

يكشود، '' وجود دارد چنانكهr بر 'B نقطه مانندفقط AB ''و≠ BAAB ≅.

CDABهرگاه.2 EFABو≅ EFCD آنگاه،≅ ≅.

CBAهرگاه.3 '''و∗∗ CBA ''و∗∗ BAAB CBBC''و≅ CAAC، آنگاه≅ ′′≅.

زا(∠BACهرگاه.4 و همچنين نـيمخط نامـشخص1) نيست AC متقابلABويه، كه بنابر تعريفِ ،'' BA

يك خارج شده است داده شده باشند، آنگاه 'A كه از BA در يـك طـرف معـينCA'' نيمخط فقط  وجـود′′

BACCABدارد چنانكه ∠≅∠ '''.

BAهرگاه.5 CAو∠≅∠ CB، آنگاه∠≅∠ .؛ بعلاوه، هر زاويه با خودش قابل انطباق است∠≅∠

ض(.6 ز و زاوية بـين آنهـا از مثلثـي ديگـر).ض و زاوية بين آنها از مثلثي بترتيب با دو ضلع هرگاه دو ضلع

. باشند، آن دو مثلث قابل انطباق اندقابل انطباق

:بنداشتهاي پيوستگي

 وجود دارد چنانكه هرگاه پاره خـطn دو پاره خط باشند، عددي مانند CDو ABاگر: بنداشت ارشميدس.1

CD را nبار بر نيمخط ABابتدا از ،Aبگذاريم آنگاه به يك نقطة ،Eمي رسيم كه AECDn  بـينBو.≅

AوEاست .

و از يك نقطة ACوABنيمخط هاي1 و جزئي از يك خطA را متقابل گوييم هرگاه متمايز باشند و يك زاويه به رأس. باشند=ACAB خارج شوند

Aعبارت است از نقطة Aو دو نيمخطABوAC)كه از نقطة) به نام ضلعهاي زاويهAو متقابل نيستند . خارج شده اند

A B C D E



و دوهزار سال تلاش infinity.blogfa.com 9 اقليدس، اصول

، از اجتمـاع دو زيـر مجموعـةlفرض مي كنيم مجموعة همة نقـاط واقـع بـر يـك خـط: بنداشت ددكيند.2

∑1
2∑و

،∑∑ ∪
21
1∑، چنان تشكيل شده باشـد كـه هـيچ نقطـة)(

1∑ بـين دو نقطـة
و  نباشـد

21 وجـود دارد چنانكـهl بـرOآنگاه يك نقطة منحصر بـه فـردي ماننـد. بعكس POP و تنهـا اگـر، ∗∗  اگـر،

∑∈ 11Pو∑∈ 22P،21, PPO ≠.

و يـك نقطـه در بيـرون آن داشـته باشـد، دوγ' يك نقطه در درون دايرةγاگر دايرة: اصل پيوستگي دايره.3

.دايره همديگر را در دو نقطه مي برند

آن: اصل پيوستگي مقدماتي.4 و سر ديگرش در بيرون دايره باشـد، اگر يك سر پاره خطي در درون يك دايره

.دايره را مي برد

خط:بنداشت توازي  مي گذردP وجود دارد چنانكه ازm ناواقع بر آن، حداكثر يك خطPو هر نقطةl به ازاي هر

. موازي استlو با

مي بينيم كه بسياري از نقايص كار اقليدس كه به آنها اشـاره كـرديم بـه طـور مـستقيم در ايـن بنداشـتها رفـع

ض(مثلاً قضية. ها رفع مي شوند نواقص ديگري هم با استفاده از نتايج اين بنداشت. اند شده ز در اينجا به عنـوان)ض

و ديگر ايراد  ديگـر مـشكلات كمبـود اصـولي. به بعضي اثباتها وارد نيـست» حركت«يك اصل موضوع مطرح است

كه. راجع به پيوستگي وجود ندارد  شـود، ضـلع وقتي خط مستقيمي از رأس مثلثـي داخـل آن مـي«اكنون اين حكم

م  و بسياري از مـشكلات منطقـي ديگـر، بـا ارائـة چنـين.؛ از بنداشتهاي ميانبود نتيجه مي شود»ي كند مقابل را قطع

اگر باز هم بخواهيم روند تحولات را با داستاني پر ماجرا مقايسه كنيم تا اينجا تنهـا. مجموعة بنداشتهايي حل شده اند

و نقطة اوج داستان باقيست  حل اين دست مشكلات كار اقليدس بيـشتر در اواخـر. به ذكر كليات داستان پرداخته ايم

و تنها باعث تغييراتـي در هندسـة موجـود در  و چندان هم به درازا نكشيد و اوايل قرن بيستم انجام شد قرن نوزدهم

.شد اما اتفاق اصلي به دنيا آمدن موجودي غير از هندسة اقليدسي است» اصول«

:اصل توازي، مشكل اساسي

ره به اصول ده گانة اقليدس كه قبلاً آنها را بيان كرديم بياندازيد احتمالاً به اصل موضوع پنجم موسـوم اگر نگاهي دوبا

و مردد نگاه مي كنيد  را. به اصل توازي با ديدي كنجكاوانه گرچه معادلهاي متعددي، كه براي آن ارائه شده اسـت آن

و از طرفي ممكن است نفـي آن را خـلاف عقـل. را ندارد براي ما بديهي ساخته؛ اما بيان خودِ اقليدس چنان بداهتي 

كه. سليم بپنداريد عقل سليم، در واقع چيزي نيست بجز لايـه هـايي از مفـاهيم كـه«آلبرت اينشتين زماني گفته است

و احساس ما انباشته شده اند  و قسمت اعظم آنها پيش از سن هجده سالگي در حافظه شـايد اگـر مـا».قبلاً انگاشته،

و با ديدي منتقدانه به متن اصلي يا ترجمة بـدون تـرميم بر و القاءهاي قبلي و بدون آموزش ها » اصـول«اي اولين با
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اتفـاقي كـه بـراي اكثـر. برخورد مي كرديم، اصل توازي بيشتر از هر قسمت ديگري مـا را بـه تأمـل وا مـي داشـت

. اسـت تـوازي مربوط به اصل،»اصول«اين افراد در زمينة كاربيشتر. رياضيداناني كه اين كتاب را بررسي كردند افتاد 

 اقليـدس17در واقع عكس قـضية. نيست» بديهي« به هيچ وجه داراي صفتو كه ايجاز ساير اصول را ندارد،ياصل

از. بيشتر به يك قضيه شباهت دارد تا يك اصلو است رسـد مـي29 تا وقتـي بـه قـضيةآنبعلاوه خود اقليدس هم

ن  و اين نشان دهندة عدم رضايت اقليدس از اصلِمياستفاده طبيعي بود كه لزوم واقعي ايـن اصـل. باشد خود مي كند

و چنين تصور شود كه شايد بتوان آن را به عنوان قضيه  اي از اصـول ديگـر اسـتخراج كـرد، يـا مورد سؤال قرار گيرد

جا.تري را قرار داد حداقل بتوان به جاي آن معادل قابل قبول  نشينهاي متعددي كه براي قرار دادن بـه جـاي اصـل از

و رياضـيدان توازي اقليدس پيشنهاد شده  انـد، رايجترينـشان اصـلي اسـت كـه در اعـصار جديـد توسـط فيزيكـدان

، جان پلي  ت؛معروف شده است) 1819-1748(فير اسكاتلندي ط ديگـران مـورد اسـتفاده وسـ گرچه اين بديل خاص

و توسط پروكلوس در قر اين، جايگزيني است كـه معمـولاً در كتابهـاي دبيرسـتاني.ن پنجم بيان شده بوده استبوده

27قضية(.توان رسم كرد بر يك نقطة مفروض خارج خطي، تنها يك خط به موازات خط مفروض مي: شود ديده مي 

)همان اصل توازي كه هيلبرت به كار برد(.)كند وجود حداقل يك خط را تضمين مي

ت وط اقليدس خط عريف كرد كه هر اندازه آنها را در هر جهت امتـداد دهـيم موازي را خطوطي واقع در صفحه

نمي گويد كه دو خط به يـك فاصـله از يكديگرنـد يعنـي: توجه كنيد كه اين تعريف چه نمي گويد.كنند تلاقي نمي 

.گويد كه فاصلة بين دو خط در همه جا يكي است نمي

 مستقيم، دو خط مستقيم را چنان قطع كند كه در يك طرف، زواياي دروني كمتر يك خط اگر«: اصل توازي اقليدس

از دو قائمه بسازد، اگر دو خط مستقيم به طور نامحدودي امتداد يابند، در همان طرفي كه دو زاويـه درونـي كمتـر از

مي دو قائمه ساخته شده ».كنند اند، تلاقي

)هندسه بي بنداشت توازي(1هندسة نتاري

آ و شبه، بسيار بود، رياضيدانان سعي كردند قـسمتي از هندسـه را كـه مـستقل از از نجا كه در اصل توازي جاي شك

ناميـده مـي شـود از تمـامي بنداشـتهاي هندسـة) خنثـي(اين هندسه كه هندسة نتـاري. اين اصل بود، گسترش دهند 

 تلاشها براي اثبات اصل توازي بـا اسـتفاده از اگر. اقليدسي منهي بنداشتهاي توازي براي اثبات قضايا استفاده مي كند 

و هندسـة نتـاري اصول ديگر به نتيجه مي رسيد آنگاه اصل توازي به صورت قضيه اي در هندسة نتاري در مي آمـد

و اصول جانشيني كه بعدها ارائـه. تمامي هندسة اقليدسي را در بر مي گرفت  هم ارزي هاي بين اصل توازي اقليدس

.ايايي در هندسة نتاري مورد مطالعه قرار مي گيرندشد به عنوان قض

1 Neutral Geometry. 
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:براي آشنايي بيشتر چند قضيه از اين هندسه را مي آوريم

 180 مـساوي بـا يا كمتر از مجموع اندازه هاي سه زاويه از هر مثلث برحسب درجه،: لژاندر-قضية ساكري�

.درجه است

 درجـه 360، حـداكثر برابـر1ر چهارضـلعي كـوژ مجموع اندازه هاي درجات زاويه ها درهـ: نتيجة قضية بالا�

.است

. اصل توازي هيلبرت⇔اصل پنجم اقليدس�

. درجه است180 مجموع زواياي هر مثلث⇔اصل توازي هيلبرت�

د 180هرگاه مثلثي كه مجموع زوايايش� ، آنگاه مستطيل وجود و در نتيجه درجه است وجود داشته باشد ارد

. درجه است180مجموع زواياي هر مثلث مساوي 

:تلاشها

حال به بررسي بعضي از تلاشهايي كه در طي قرنها براي نتيجـه گيـري اصـل تـوازي از ديگـر بنداشـتها يـا بعبـارتي

:درآوردن اين اصل به شكل قضيه اي در هندسة نتاري انجام شد مي پردازيم

 پروكلوس
، كه شرح او بر كتابِ اصول، يكي از منابع اصلي ما در زمينة هندسة يونان است،) بعد از ميلاد 485 تا 410(پروكلوس

 زيرا اين قضيه اي است كه.اين را بايد حتي از شمار اصول موضوعه بيرون آورد«: از اصل توازي بدين گونه انتقاد كرده است

و بطلميوس در كتابي به گشود اين حكم كه، چون دو خط را هـر چـه ...ن آنها همت گمارده استدشواري هاي زيادي در بر دارد

و سرانجام همديگر را مي برند، پذيرفتني است ولي نـه هميـشه  پروكلـوس».امتداد دهيم بيش از پيش به هم نزديك مي شوند

هرگـز آنهـا يك هذلولوي را مثال مي زند كه آن اندازه كه بتوان تصور كرد به مجانب هايش نزديك مي شود بي آنكه 

پروكلـوس. اين مثال نشان مي دهد كه لااقل ممكن است تصوري مخالف نتيجه گيريهاي اقليدس هم داشـت. را ببرد 

و اين، مخالف ماهيت خاص اصول موضوعه است«: مي گويد ».پس روشن است كه بايد براي اين قضية كنوني برهاني بيابيم

.اد هيچ ضلعي از آن پاره خط ضلع روبرويش را قطع نكندبه طور ساده يك چهارضلعي را كوژ گوييم اگر امتد1
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بي آنكـه وارد جزئيـات. بات به عمل آمده، از آن بطلميوس بوده است تا آنجا كه مي دانيم نخستين تلاشي كه براي اث

اصـل تـوازي. اين برهان شويم بايد بگوييم كه او، بي آنكه خود متوجه باشد، اصل توازي هيلبرت را پذيرفتـه اسـت 

ميلذا بطلميوس آنچه را كه مي خواست ثابت كند قبو. هيلبرت نيز منطقاً با اصل توازي اقليدس هم ارز است  كـردل

.يعني استدلال او به دور منجر مي شد

خط. داده شده اندmوlدو خط موازي«: سعي پروكلوس براي اثبات اصل توازي چنين است درm خـطnفرض كنيم  را

كه. مي بردPنقطة ازQفرض مي كنيم. را هم مي بردlخطnمي خواهيم نشان دهيم  واردl بـرP پاي عمودي باشـد كـه

درl منطبق باشد، پس PQبرnاگر. است شده و نيمخطي مانند PQ بينn ازPY بريده است وگرنه نيمخطي مانندQ را

PXاز mكه. قرار دارد ازXفرض كنيد . استmبرY پاي عمود مرسوم

خطYحال، وقتي نقطه خطP از نقطةn بر و سـرانجام از پـارهXY بينهايت دور شود، پاره  اندازه اش بينهايت بزرگ مي شود

ازYبنابراين،. تجاوز مي كندPQخط و در طرف ديگر آن قرار گيرد، يعنيl بايد ». را ببردl بايدn بگذرد

و پيوسـتگي مطالب بند بالا جان كلام برهان پروكلوس است؛  برهان نسبتاً پيچيده اي است كه شـامل حركـت

از آن گذشته، درستي هر مرحله از برهان را مي توان نشان داد جز اينكه نتيجه اي كه مي خواهيم از آن بدست. است

ازYZچگونه مي توان درستي آخرين مرحله را ثابت كرد؟ فرض كنيم عمود! نمي آيد  نآ. فرود آورده ايمlبرY را

وZوYوX)1(وقت شما مي توانيد بگوييد كه PQXZ)2( بر يك خط قرار دارنـد، بنـابراين، هنگـامي كـه.≅

XY از PQاز در اينجـا. قرار گيـردl بايد در طرف ديگرYو در نتيجه. هم بزرگتر شودXZ بزرگتر مي شود، بايد

مشكل كار اين است كه اثباتي براي درستي ايـن دو حكـم وجـود. مي شوند حاصل)2(و)1(نتايج، واقعاً از احكام 

!ندارد

را درست بـه نظـر)2(و)1(اگر اين مطلب انسان را به تأمل وا مي دارد علتش اين است كه شكل بالا احكام

 بايـد از روي هـر مرحلـه. اما ما مجاز نيستيم براي درستي اثبات يك مرحله، از شـكل اسـتفاده كنـيم. جلوه مي دهد 

و يا از روي قضايايي كه قبلاً ثابت شده اند ثابت شود از. بنداشتها بعدها ثابت شد كه اثبات اين احكام، بدون استفاده

.اصل توازي ممكن نيست

l

m

n

ZQ

P X

Y
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 رياضيدانان ايراني
و خواجـه در راه نتيجه گيري اصل توازي از اصول ديگر، رياضيدانان ايراني از جمله فضل حاتم نيريـزي، عمرخيـا م

نصيرالدين طوسي نيز كوشيدند ولي نتيجه اين شد كه اصل موضوع ديگري به جاي آن قرار دادنـد يـا بـا اسـتفاده از

خيام در كتاب خود كه اختصاص بـه. يك فرض ضمني كه در نهايت هم ارز با اصل توازي بود به اثبات آن پرداختند 

ا1اين موضوع دارد  او از چهارضـلعي هـايي صـحبت. لساقين را مطـرح مـي كنـد چهارضلعي هاي دوقائمة متساوي

و بر قاعده عمود باشند مي بعد ابتدا ثابت مي كند، دو زاوية ديگر اين چهارضلعي. كند كه دو ضلع روبرو با هم برابر

و با جانشين كردن اصل ديگري به جاي اصل توازي اقليدس، حاده يا منفرجه بودن دو زاويـة ديگـر  را با هم برابرند

و طرح خيـام بـه وسـيلة او بـه كـشورهاي. رد مي كند  خواجه نصيرالدين طوسي نيز كارهايي در اين زمينه انجام داد

در طول اين سالها دائماً معادلهايي براي اصل تـوازي ارائـه. اما اينها هم اثباتي رضايت بخش نبود. اروپايي منتقل شد 

.مي شد

2واليس

ا او تلاش براي اثبات اصل توازي در هندسة نتـاري را رهـا. ين ميدان شدند واليس بود از ديگر رياضيداناني كه وارد

و در عوض بنداشت تازه اي، كه حس مي كرد بيش از اصل توازي مقبول است طرح نمود، سپس اصل تـوازي  كرد

و بنداشتهاي ديگر هندسة نتاري ثابت كرد .را از روي اين بنداشت تازه

م: اصل واليس ضـلع بـه(∆DEFمثلثـي ماننـد. داده شده انـدDEو پاره خط نامشخص∆ABCشخصمثلث نا

DE (با ABCDEF:و چنين نموده مي شود( است3 متشابه∆ABCوجود دارد چنانكه ∆∆ ~.( 

شداثبات او نيز چيز تازه. از اثبات واليس بگذريم :اي نداشت تنها قضية زير به هندسة نتاري افزوده

» اصل واليس⇔اصل توازي«

.ارزند ديگر دليلي وجود ندارد كه اصل واليس را پذيرفتني تر از اصل اقليدس بدانيم، زيرا اين دو اصل منطقاً هم

.»شرح ما اشكل من مصادرات اقليدس« كتاب1ِ
.وارد كرد» بينهايت« را براي∞او بود كه نماد.، رياضيدان تراز اول انگليسي پيش از نيوتنJohn Wallis (1616-1703)جان واليس2
ثهايي را گويند كه بتوان يك تناظر يك به يك ميان رئوس آنها برقرار كرد چنانكه زواياي متناظر قابل انطباق يادآوري مي كنيم كه مثلثهاي متشابه، مثل3

.باشند
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2و لامبرت1ساكري

. كـشيش يـسوعي ايتاليـايي جيرولامـو سـاكري بـه چـاپ رسـيد اولين پژوهش علمي واقعي، توسـط 1733در سال

و. مطالعات وي از مؤثرترين كارها در به انجام رسيدن مسئلة توازي بود و بيـان، فلـسفه، وي طي تدريس علم معاني

و شيفتة روش قدرتمند»اصول«الاهيات در يك دانشكده يسوعي در ميلان،  بعداً. شد برهان خلف اقليدس را خواند

خود را منتشر كرد كه نوآوري عمده در آن، كاربرد روش برهان خلف در مبحث منطق صـوري» برهان منطقي«اب كت

و»اقليدس عاري ازهر خطا«ساكري درست پيش از مرگ كتابِ كوچكي به نام. است  چاپ كرد كه در واقع تـا يـك

و 3.اقع نشدنيم قرن بعد كه ائوجينو بلترامي آن را دوباره كشف كرد، مورد توجه

و. فكر ساكري براي اثبات اصل توازي اين بود كه از يك برهان خلف استفاده كند  قـضية28او نقيض اصـل تـوازي

و سپس كوشيد تا تناقضي را از آن نتيجه بگيرد او چهارضـلعي هـايي شـبيه آنهـا كـه خيـام. اول اقليدس را پذيرفت

و اضـلاعBوA كه در آن زواياي ABCD چهارضلعي ماننديك. مطرح كرده بود را مورد مطالعه قرار داد   قائمه اند

AD وBCشد و بعدها به چهارضلعي ساكري معروف در هندسة نتاري به آسـاني مـي تـوان ثابـت. قابل انطباق اند

(كرد كه زواياي دو رأس ديگر قابل انطباق اند   كـهو استفاده از قضاياي همنهشتي سادهBDوACبا رسم قطرهاي.

DCيعني.) قضية اول اقليدس وجود دارند28در ∠≅∠.

:سه حالت ممكن است پيش آيد

.زاويه هاي بالايي قائمه اند:1حالت

.زاويه هاي بالايي منفرجه اند:2حالت

.زاويه هاي بالايي حاده اند:3حالت

 اثبات اين حالت كوشش كرد نشان دهد كه دو حالـت ساكري براي. اثبات اصل توازي معادل با اثبات حالت يك بود

اگر زاويه هاي بالايي منفرجه«: او توانست نشان دهد كه حالت دوم به تناقض مي رسد. ديگر به تناقض منجر مي شوند

». لژاندر متناقض است- درجه مي شود، كه با نتيجة قضية ساكري360باشند، مجموع زاويه هاي چهارضلعي بيش از 

.، رياضيدان ايتالياييGirolamo Saccheri (1667-1733)جيرولامو ساكري،1
. ،رياضيدان سويسيJohann Heinrich Lambert (1728-1777)يوهان هاينريش لامبرت،2
در. توضيحاتي داستان گونه براي توجيه بي اعتنايي طولاني نسبت به شاهكار ساكري داده شده است3 :مثلاً

E.T. Bell, The Magic of Numbers, chapter 25. 

A B

CD
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و آن را اما او . ناميد» فرض خصمانة زاوية حاده« هر اندازه تلاش كرد نتوانست تناقضي در حالت سوم به دست آورد

و سرانجام از روي عجـز بانـگ بـرآورد : او موفق شد نتايج بسيار عجيبي به دست آورد ولي تناقضي به دست نياورد

ن« ساكري تنـاقض نامتقاعـد كننـده اي را كـه»!.اسازگار است فرض زاوية حاده مطلقاً غلط است، زيرا كه با ذات خط مستقيم

اگر وي اين اندازه مشتاقِ نشان. شامل مفاهيم مبهمي در باب عناصر لايتناهي بود، به زحمت در بحث خود وارد كرد 

و به جاي آن عدم توانايي خود را براي يافتن تناقضي مـي پـذيرفت، افتخـار كـشف هندسـة  دادن تناقضي نمي شد،

شدنااق .ليدسي بدون ترديد امروزه نصيب او مي

و سه سال بعد از انتشار اثر ساكري يوهان هـاينريش لامبـرت، رسـالة تحقيقـيِ مـشابهي تحـت عنـوان نظريـة«سي

لامبرت يك چهارضلعي با سه زاويـة قائمـه را بـه عنـوان شـكل. نوشت كه تا بعد از مرگش به چاپ نرسيد» موازيها

س  و وي در اسـتخراج قـضيا.ه فرض را، حاده، منفرجه يا قائمه بودن زاوية چهارم در نظر گرفت بنيادي خود برگزيد

و منفرجه به مراتب بيشتر از ساكري پيش رفت  در. از دو فرض حاده او نشان داد كه كاستي مجمـوع زوايـاي مثلـث

و زيادتي آن در فرض منفرجه، با مساحت مثلث متناسب اند  ك. فرض حاده ه فرض زاوية حـاده بـه وي مي پنداشت

و بـه شـباهت بـين هندسـة ناشـي از فـرض زاويـة1مربوط مي شود» كره اي با شعاع موهومي«هندسه اي در روي

و هندسة كروي پي برد و كنار گذاشته شد، اما نتـايج. منفرجه فرض زاوية منفرجه باز هم به سادگي به تناقض رسيد

و غير . رضايتبخش ماندندوي در رابطه با فرض زاوية حاده مبهم

گ در.ز.تلاشهايي كه براي اثبات اصل پنجم اقليدس صورت گرفته بود به اندازه اي زياد بود كه  موفـق 1763كلوگل

و در ثابت شـدني بـودن28شد رساله اي براي دكترا تهيه كند كه در آن نقايص  برهان مختلف از اصل توازي را پيدا

ژ دايره المعا. آنها اظهار ترديد كند و رياضيدان فرانسوي را بهتـرين» افتـضاح هندسـه« كلمـة2دالامبـر.ر.ل.رف نويس

حتي شصت سال پس از او آدرين ماري لژاندر، يكي از برجـسته تـرين آناليزدانهـاي. توصيف براي اين اوضاع يافت 

ت كـاري صـورت گرچه او كوشش هاي متعددي انجام داد اما نتوانـس. فرانسه، كار را با سه فرض فوق از سر گرفت 

در. وي، كه مقبوليت عام داشت، ظاهر شد » اصول هندسة« اين تلاشها در ويرايشهاي متوالي. دهد بدين ترتيـب وي

.رياضيدانان بتدريج نا اميد مي شدند. رواج دادن مسئلة اصل توازي نقش زيادي داشت

ة موازي ها تلاش كرده بود بـه پـسرش مجارستاني از ديگر دانشمنداني كه عمري در راه حل مسئل3فوركوش بويوئي

:يانوش كه سوداي حل مسئله را داشت، نوشت

.در فرض زاوية حاده صدق مي كند) pseudo sphere(بلترامي بعداً نشان داد كه هندسة روي يك شبه كره1
2 Jean Le Rend d'Alembert. 
3 Farkas (or Wolfgang) Bolyai. 
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و خمهاي اين راه را از اول تا آخر آن، مي شناسم؛ اين. تو ديگر نبايد براي گام نهادن در راه توازيها تلاش كني« من پيچ

و شادماني زندگي مرا به كام نابودي فرو بر  امشب بي پايان را كه همة روشنايي التماس مي كنم كه دانـش. ده است سپري كرده

را. من در اين انديشه بودم كه خود را در راه حقيقت فنا كنم. موازيها را رها كني  حاضر بودم شهيدي باشم كه اين نقـص هندسـه

و پاك شدة آن را به عالم بشريت تقديم نمايد  و سترگ كشيدم. مرتفع سازد م به مراتب برتر آنچه را من آفريد. من زحمتي عظيم

وقتي دريافتم كه هيچ كس نمي توانـد بـه پايـان ايـن شـب ... از آفريدة ديگران است، ولي باز هم رضاي خاطر به دست نياوردم

و بشريت متأسف بودم .ظلماني راه يابد، بازگشتم؛ بي تسلاي خاطر بازگشتم؛ در حالي كه براي خود

تو از راه خود منحرف شوي، اما، به نظرم مي رسد كه من مدتها در اين ديار بوده ام مي پذيرم كه انتظار بيجايي است كه بخواهم

و بادبان پاره پاره برگشته ام  و هميشه با دكل شكسته تباهي وضع.و به تمامي صخره هاي جهنمي اين درياي مرده سفر كرده ام

خو.و سقوط من به آن دوران باز مي گردد و »1. يا هيچيا امپراتور. شبختيم را به مخاطره افكندممن از روي بي فكري زندگاني

اصـل تـوازي بـه كـابوسِ دانـشِ. اين نامه به خوبي شدت نا اميدي رياضيدانان اوايل قرن نوزدهم را نشان مي دهـد

 ...موازيها تبديل شده بود

2كشف هندسة نااقليدسي

و بـيش جالب است كه وقتي زمان براي ظهور انديشة نويني كاملاً مناسب است، آن انديشه در نـزد چنـد كـس، كـم

.كشف هندسة نااقليدسي نيز از اين گونه رويدادهاست. همزمان، پديدار مي شود

3يانوش بويوئي

و التماس هاي پدر مبني بر وارد نشدن به درياي مـردة دانـش مـوازي هـا يانوش پسر فوركوش بويوئي به توصيه ها

و از اخطارهاي او نهراسيد  و فكر مي كرد كه به چيزهـايي تـازه دسـت. عمل نكرد او انديشه اي نوين در سر داشت

در. يافته است و : به پدر نوشت1823او فرض مي كرد كه نقيض اصل اقليدس حكمي بي معني نيست

مو« و فرصتي بدست آورم، كتابي دربـارة و مرتب كنم ازيهـا اكنون نقشة قطعي من اين است كه به محض اينكه مطالب را كامل

فعلاً هنوز راه خود را به روشني نمي بينم ولي، راهي كه پيش گرفته ام نشان مي دهد كه به هدف خواهم رسـيد، اگـر. چاپ كنم 

ام. اساساً اين هدف رسيدني باشد  و. ولي چيزهايي كه كشف كرده ام به اندازه اي شـگفت انگيزنـد كـه خـودم حيـرت زده شـده

در. پدر جان، وقتي آنها را ببينيد خواهيـد فهميـد كـه چـه مـي گـويم.د اگر اينها از دست بروندبدبختي جبران ناپذيري خواهد بو

اشرايط كنوني، تنها چيزي كه مي توانم بگويم اين است كه و شگفت انگيز آفريده آنچه را قبلاً براي.ماز هيچ، دنيايي تازه

اطمينان مـن بـه. ام بسان خانه اي است مقوايي در مقابل برجي رفيعشما فرستادم از لحاظ مقايسه با آنچه كه اكنون پديد آورده 

».افتخارهايي كه اين كشفها نصيب من خواهند كرد كمتر از اعتقادم به مباهاتي نيست كه در تكميل آنها احساس خواهم كرد

و در نتيجه شعار هر جاه طلب1 .شعار سزار بورژيا،
2 Non-Euclidean Geometry 

.، رياضيدان مجارستانيJanos (or Johann) Bolyai (1802-1860)بويوئي،) يوهان(يانوش3
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و از همه مهمتر احساس مي كرد كه اين مطال و نيـز پدر نيز كه در كارهاي پسرش چيزي متفاوت مي ديد ب درسـتند

:به اين مطلب كه انديشه ها همزمان ظهور مي كنند واقف بود، به يانوش جوان اينگونه توصيه كرد

به نظر من مصلحت اين است كه اگر واقعاً توفيق يافته اي راه حلي براي اين مسئله بيابي، به دو دليل بايد در انتـشار آن شـتاب«

به: كني و خيلي زود از يكي به ديگري، كه ممكـن اسـت آنهـا را منتـشر سـازد، منتقـل نخست، بدين علت كه انديشه ها  آساني

آن. شوند مي ثانياً بدين سبب كه به نظر درست مي آيد كه بسياري از چيزها، همانگونه كه هميشه بوده است دوراني دارند كه در

». پديد مي آيندهمزمان، در چند جا كشف شده اند؛ نظير گلهاي بنفشه كه در بهاران همه جا

 كـه توسـط 1831، در1»تنتـامن« صـفحه اي در كتـاب26يانوش بويوئي اكتشافات خود را به صورت يك ضـميمة

پدر يك نسخه از اين كتاب را با شوق فراوان براي دوسـت آلمـانيش گـاوس كـه. پدرش نوشته شده بود منتشر كرد

ان. بزرگترين رياضيدان مسلم آن عصر بود فرستاد  تظار داشته است كه گاوس كار مهـم او را بـه مـردم معرفـي يانوش

گاوس در ايـن. بنابراين مي توان به درجة يأس او پس خواندن نامه اي كه گاوس به پدرش نوشته بود پي برد. نمايد

راهـي را كـه زيرا تمام محتواي كاري را كه پـسر شـما كـرده،. تمجيد از آن به منزلة تمجيد از خودم است«نامه نوشته بود كه 

و پنج سال تمام فكر  و كمال با تحقيقات خود من كه مدت سي تا سي و نتايجي را كه به آنها رسيده، تقريباً به طور تمام برگزيده

او مي گويد كه خود به تمام اين دستاوردها رسـيده امـا چـون بيـشتر مـردم». مرا به خود مشغول داشته است يكي است 

. را نداشته اند قصد داشته است، اجازه ندهد كه تا هنگام مرگش، كسي از آنها با خبر شـود بينش لازم براي درك آنها 

را انجام) چاپ نوشتها( لذا باعث كمال خوشوقتي است كه مي بينم ديگر لازم نيست اين كار«: او در آخر نامه اش مي نويسد

». بر من پيشي گرفته استدهم، بخصوص كه اين فرزند دوست ديرين من است كه به چنين شيوة عالي

و حتي به رغم تمجيدي كه گاوس در آخرين جمله اش از او كرده بود، يانوش از جوابِ رياضيدان بزرگ نا اميد شد

و گـاوس اكنـون سـعي دارد آنهـا را بـه  پنداشت كه پدر در نهان گاوس را از نتايج كارهاي او آگاه مي ساخته است،

و پيروز شده بود يانو. عنوان كار خويش تصاحب كند  و سيزده بار پياپي دوئل كرده يـاد(ش كه مزاجي آتشين داشت

چنان سرخوردگي پيدا كرد كه ديگر چيزي چاپ نكرد، گرچه انبوهي از دست نوشـته هـا از خـود بـه) گالوا به خير 

.2ت، اثر بونولا يافهندسة نا اقليدسيجاوداني او را مي توان در كتاب» ضميمة«ترجمة. جاي گذاشت

3گاوس

شواهدي در دست است بر اينكه گاوس پيشتر از بويوئي به برخي از اكتشافات هندسة نااقليدسي دسـت يافتـه بـوده

و يا نوشته هايي در پاسخ دانشمنداني كـه راه حـل خـود،. است از جلمه نامه هايي كه به ديگر دانشمندان مي نوشته

 
.كوششي براي ارائة مقدمات رياضيات محض به دانشجويان جوان1

2 R.Bonola, Non-Euclidean Geometry 
.، رياضيدان آلماني كه لقب امير رياضيات به داده اندCarl Friedrich Gauss (1777-1855)كارل فردريش گاوس،3
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در نامـه اي بـه) سـال قبـل از چـاپ كتـاب تنتـامن5تقريباً(1824دراو. براي مسئة توازي را به او ارائه مي كردند

 كه تلاش زيادي در بررسي نظرية موازيها به عمل آورده بود؛ به رفع شـدني بـودن نقـص كـار او در1تاورينوس.آ.ف

و ادامه ميدهد از ولي وضع در قسمت دوم، كه مجموع زوايا نمي«: رابطه با فرض زاوية منفرجه اشاره مي كند  توانـد كمتـر

و صخره اي است كه همة كشتيها را در هم مي شـكند. درجه باشد، كاملاً متفاوت است 180 مـن . ... اين نقطه اي است بحراني

و باور نمي  كنم كسي بيش از من به اين قسمت دوم انديشيده باشد، هرچند هرگز چيزي بيش از سي سال روي آن فكر كرده ام

امدر اين زمينه منتشر نك  از. رده  درجه باشد به هندسة شگفت انگيزي منجر مي شـود 180پذيرفتن اينكه مجموع سه زاويه كمتر

و كاملاً از آن راضـي هـستم و من آن را بسط داده ام قـضاياي . ... كه با هندسة اقليدسي ما بكلي متفاوت، اما كاملاً سازگار است

و شايد در نظر فر  مثلاً سه زاوية مثلث تا بخواهيـد مـي تواننـد . ... دي مبتدي بي معني جلوه كننداين هندسه به باطلنما مي مانند

و تازه اضلاع مثلث هر چه باشند، مساحت مثلث نمـي توانـد از  كوچك شوند به شرطي كه اضلاع آن به اندازة كافي بزرگ شوند،

و در واقع هيچ گاه هم نمي تواند به آن برسد  ان». حد معيني زيادتر شود كهو در پروا نـدارم از اينكـه آنچـه«: تها تأكيد مي كند

گفتم مورد سوء تعبير كساني واقع شود كه به ظاهر ذهن رياضي انديشمندي دارند، ولي در هر حال، اين را بـه عنـوان يـك نامـة 

، قرار نگيرد، شايد خصوصي تلقي كنيد كه به هيچ وجه مورد استفادة عموم يا مورد استفاده اي كه به نحوي صورت تبليغ پيدا كند 

».در آينده، هنگامي كه نسبت به امروز فراغت بيشتري دست دهد، بررسيهايم را منتشر سازم

جاي شگفتي است كه گاوس، با وجود شهرت عظيمش، از علني ساختن كشفياتش در زمينة هندسة نااقليدسي عملاً

ه. بيمناك بوده است  كه.ك.او به دليـل».ده شدن به هر نـوع كشمكـشي نفـرت دارد از كشي«شوماخر گفته بوده است

ديگر اينكه او در ارائه كشفيات خود ترديد داشت اين بود كه او كمالگرا بود، يعني كسي كه تنها كارهاي كمال يافتـة 

مـي گوينـد.»كـم ولـي پختـه«: اين روحية او حتي از شعار روي مهرش قابل درك اسـت. هنري را منتشر مي كرد 

 تنها به اين دليل، اغلب براي تبادل نظر دربارة اكتشافاتش نزد گاوس مي آمـد2)ژاكوبي(ياكوبي.گ.كرياضيدان نامي 

.كه گاوس را وادار كند مقالاتي را كه در زمينة همان كشفيات بوده اند از كشوي ميزش بيرون بكشد

3لباچِفسكي

و گاوس پيش از اين صحبت كرديم، اما گاهي برندة  اصلي يك مسابقه آخرين فردي است كه گرچه در مورد بويويي

و گاوس ربود؛ رياضيدان روسي. معرفي مي شود در اين نمايشنامة تاريخي بازيگر ديگري گوي شهرت را از بويوئي

او. وي نخستين كسي بود كه عملاً مقاله اي در زمينـة هندسـة نااقليدسـي منتـشر كـرد. نيكلاي ايوانوويچ لباچفسكي 

و سرانجام بـه قسمت عمدة زندگي خود را در دانشگاه قازان، ابتدا به صورت دانشجو، بعداً به عنوان استاد رياضيات

در. عنوان رئيس دانشكده، گذرانيد   رياضـي، لباچفـسكي-، در نشست فيزيك 1826 فورية سال23براي نخستين بار

1 F.A. Taurinus. 
2 K.G. Jacobi. 

.، رياضيدان روسيNikolai Ivanovich Lobachevsky (1792-1856)نيكولاي ايوانوويچ لباچفِسكي،3
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 دو يا سه، بولتن قازان در 1830-1829نخستين مقالة او دربارة هندسة نااقليدسي در سالهاي. كشف خود را ارائه كرد

هنگامي كه اثر او منتشر شد چندان مورد توجه قـرار نگرفـت،.سال پيش از آنكه اثر بويوئي به چاپ برسد، منتشر شد

و روسيهايي كه آنرا مي خواندند سخت خرده گيري مي  . كردنـد بيشتر به اين علت كه به زبان روسي نوشته شده بود

مثلاً به اميد يافتن گروه وسـيعتري خواننـده، در سـال. خود را با نوشتن آثار ديگر دنبال نمود لباچفسكي تلاش اولية

لباچفـسكي. منتشر كـرد» تحقيقات هندسي در باب نظرية موازيها« كتاب كوچكي به زبان آلماني تحت عنوان 1840

 آشنا شد در نامه اي بـه شـوماخر او گاوس وقتي با نظرية لباچفسكي. ناميد»1هندسة موهومي«هندسه اش را در آغاز 

و اعلام كرد كه به لباچفسكي به صورت يك مؤلف مي نگرد كه دربارة هندسه همچـون يـك«را مورد ستايش قرارد

و به خود لباچفسكي نيـز اطـلاع نـداد؛ در حـالي كـه»خردمند بحث كرده است  ؛ ولي نظر خود را جايي چاپ نكرد

ب و بعـد از 1855لباچفسكي در سال. زرگ را نياز داشت لباچفسكي تأييدية يك رياضيدان ، يك سال پيش از مـرگش

و خلاصه تر به زبان فرانسه تحت عنوان خـود. بـه چـاپ رسـاند»2هندسة عام«آنكه نابينا شده بود، رساله اي نهايي

ا  و پديـد آورد، امـروزه لباچفسكي آنقدر نزيست كه كار خود را مورد تأييد عامه ببيند، ولي به هندسة نااقليدسـي كـه

و كـارش. هندسة او انقلابي واقعي در رياضيات بود. اطلاق مي شود هندسة لباچفسكي اغلب برخي از دانشمندان او

خورشيد ساكن است، زمـين«: روي آرامگاه كپرنيك در لهستان نوشته اند. را همسان كپرنيك در اخترشناسي خواندند 

.»مي چرخد

آن: من خوشحالم اعلام كنم«: پروفسور كاگان مي نويسد و چرخيدن زمين، ساده تـر از حكم ساكن بودن خورشيد

».مجموع زواياي يك مثلث كمتر از آن است كه فكر مي كنيم: است كه حكم كنيم

:روند تولد هندسة لباچفسكي

در نظـر گـرفتن سـه در ادامة تلاشها براي حل مسئلة توازي، لباچفسكي موضوع را از ديد اصل توازي پلـي فيـر، بـا

خطاز يك نقطة مفروض مي تـوان: امكان زير مورد توجه قرار داد   مـوازي خـط فقـط يـك خـط، يـا بيش از يك

و يا و. توان رسم كرد نمي هيچ خطي مفروض رسم كرد، اين موارد، به ترتيـب، بـا فرضـهاي زاويـة حـاده، قائمـه،

و لامبرت معادل اند  لت سوم به سادگي با استفاده از قضاياي هندسـة نتـاريحا. منفرجه در چهارضلعي هاي ساكري

لباچفسكي غير قابـل اثبـات. اما وي بعد از مدتي به وجود هندسة سازگاري تحت اولين فرض پي برد. نفي مي شود 

يعني ثابت كرد كه اين اصـل از اصـول ديگـر كـاملاً مـستقل. بودن اصل پنجم اقليدس در هندسة نتاري را ثابت كرد 

و به  از هر نقطه بيرون يك خط راست، دست كـم مـي تـوان دو خـط راسـت«: جاي آن، اين حكم را گذاشت است

 
1 Imaginary geometry. 
2 Pan geometry. 
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او با آنكه هندسة خود را كه بر اصلي متضاد با اصل اقليدس سـاخته».رسم كرد كه خط راست مفروض را قطع نكند

جه گرفت كه نمي توان اصـل تـوازي از اينجا لباچفسكي نتي. بود بسيار پيش برد، در هيچ جا به تناقضي برخورد نكرد 

و نفـي اصـل پـنجم  و با پذيرفتن همة اصل موضوع هاي اقليدسي اقليدس را به ياري اصول موضوع ديگر ثابت كرد

.آن، هندسة نااقليدسي را بنيان گذاشت

و سازگاري آن  هندسة لباچفسكي

براي فرض زاوية حاده، بـه گونـه اي كـه اسقلال واقعي اصل موضوع توازي از ساير اصول تا زمان براهين سازگاري

، ثابت نشد  بايد متذكر شويم كه سازگاري به اين معني است كه هرگز بـه حكمـي بـر نخـواهيم. سوال برانگيز نباشد

و توسـط بلترامـي، آرثـر كيلـي، فلـيكس كلايـن،. خورد كه اصلي را نقض كند  ارائة اين براهين چندان طول نكـشيد

و ديگرا  روش آن عبارت بود از وضع مـدلي در هندسـة اقليدسـي كـه بتوانـد بـه بـسط.ن فراهم شد هانري پوانكاره

در. انتزاعي فرض زاوية حاده تعبيري عيني در قسمتي از فضاي اقليدسـي بدهـد  كـه در اينـصورت هـر ناسـازگاري

.هندسة نااقليدسي موجب يك ناسازگاري متناظر در هندسة اقليدسي مي شود

و نتيجة مستقيم كـشف هندسـة نااقليدسـي بـه سـرانجام بدين ترتيب تلاش دو هزار سالة رياضيدانان به ثمر نشست

و:ة اصل موضوع توازي بودنرسيدن مسئلة ديري  اصل موضوع توازي مستقل از اصـول موضـوعة ديگـر اسـت

.ار استهندسه اي كه از نقيض آن بعلاوة همة اصول ديگر تشكيل شده به همان اندازة هندسة اقليدسي سازگ

و در فيزيك امروزي، كاربرد خود را بـه دسـت. كشف هندسة لباچفسكي، يك دورة كامل را در دانش گذرانده است

.از جمله، فضاي نظرية مكانيك امروزي، بر انديشه هاي لباچفسكي استوار است. آورده است

 هندسه هاي ديگر

نا اقليدسي ديگري نيز وجود دارند كـه اصـل موضـوع علاوه بر هندسة نااقليدسي كه در بالا معرفي شد هندسه هاي

آن. توازي خاص خود را دارند  و بـه جـاي البته در اين هندسه ها نمي توان تنها اصل موضوع توازي را عوض كـرد

و يك هندسة نااقليدسي جديد سازگار به وجود آورد  در. اصلي ديگر نهاد اما هندسـه هـايي هـستند بـا تغييـر كمـي

نا متناهي بودن خط مستقيم كنار گذاشـته، ريمان نشان داد كه اگر 1854مثلاً در سال. وجود مي آيند اصول ديگر به 

و تعديل در بنداشتهاي ديگر، هندسة سازگار  و صرفاً بي كرانگي آن مورد پذيرش واقع شود، آنگاه با چند جرح شود

 اين فرض كه از يك نقطـه خـارج يـك خـط، هـيچ نااقليدسي ديگري را مي توان از فرض زاوية منفرجه يا معادلاً از 

مثلاً در اين هندسه كه ريمان معرفي كـرد، بايـد بنداشـتهاي مربـوط بـه. خطي موازي با آن وجو ندارد؛ بدست آورد

و يا ممكن است از دو نقطه تعداد بيشمار خط بگذرد  را. ميانبود را تغيير داد به عنوان مثال اگر صفحه را كـره، نقـاط

و خطوط را دواير عظيمة كره تعريف كنيم، اين نوع هندسه در آن بر قرار اسـت نقاط واق  بـه عنـوان.ع بر سطح كره،

 به اين سه هندسـه، يعنـي 1871كلاين در سال.مثال هر دو خط يعني هر دو دايرة عظيمه در دو نقطه تلاقي مي كنند 
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و هندسة ريمان به ترتيـب نامهـاي و2، هندسـة سـهموي1هندسـة هـذلولوي هندسة لباچفسكي، هندسة اقليدسي ،

.داد3هندسة بيضوي

درك هندسة هذلولوي به اندازة درك هندسة اقليدسي سـاده اسـت امـا درك هندسـةهاي نااقليدسـي ديگـري چـون

و شامل مفاهيمي پيچيده است  در انتها بايد گفت كه اگـر. هندسة بيضوي مستلزم تسلط بر نظرية معادلات ديفرانسيل

ب  و قابل نگاهي كلي ه تحولات هندسه از يونان باستان تا امروز بيافكنيم، باز هم در جاي جاي آن ردپاي يك اثر بديع

و ورود بـه دنيـاي نااقليدسـي بـه مراتـب. را خواهيم ديد» اصول« به نامنتحسي مطالعة كامل تاريخ تحولات هندسه

و ارزشمندتر از اين چكيدة ناقص است .جذاب تر

 پايان

1 Hyperbolic 
2 Parabolic  
3 Elliptic 
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