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  چكيده 

پايداري خيلي  مطرح شدند و بدليل كاربرد در مقوله 1 در ارتباط با فراپايداري مجانبي1960 در دهه SPRتوابع 
سريع در زمينه هاي مختلف كنترل مورد استفاده قرار گرفتند؛ با اين حال پس از گذشت چهار دهه هنوز در مورد 

 بودن توابع تبديل يك اتفاق نظر كلي وجود ندارد و در كتب و مقالات SPRشرايط لازم و كافي براي تشخيص 
در اين مقاله قضاياي موجود در مورد اين توابع نقد و . شودبيانهاي متفاوتي براي شرايط لازم و كافي ديده مي 

  .د و نقايص موجود در آنها با ذكر مثالهايي آشكار مي شودشوبررسي مي 
  

  شبكه هاي تلفاتي شرايط لازم و كافي، توابع اكيداً حقيقي مثبت، : كلمات كليدي
 

  مقدمه  -1
نهاي مثبت مقاومت، سلف، خازن و تزويج ايده آل مطرح  با الماZ(s) در ارتباط با تحقق پذيري امپدانس PRتوابع 

 استخراج گرديد، او اثبات كرد كه هر تابع 1930شد و شرط كفايت و بسياري از خواص آن توسط اتُ برون در سال 
تبديل گويا با ضرايب حقيقي، امپدانس نقطة تحريك يك شبكة تك دهنة خطي، غير فعال، فشرده، دوجانبه و 

 را مطرح 2 پوپوف نظريه فراپايداري1960در اوايل دهه ]. 1[مان است؛ اگر و فقط اگر حقيقي مثبت باشد نامتغير با ز
 باشد و بطور مجانبي PRكرد و نشان داد كه يك سيستم خطي نا متغير با زمان فراپايدار است اگر و فقط اگر 

كالمن كار پوپوف را در فضاي حالت دنبال بلافاصله ياكوبوويچ و ]. 7[ باشد SPRفراپايدار است، اگر و فقط اگر 
 معروف PR4  يا لم KYP3كردند و معادل فضاي حالتي فراپايداري را بصورت يك لم استخراج نمودند كه به لم 

همچنين كالمن نشان داد كه حل مسأله معكوس كنترل بهينه با استفاده از نظريه فراپايداري به قانون كنترل . است
نظريه فراپايداري پوپوف به سرعت در كنترل تطبيقي مدل مرجع مورد استفاده . ]8 [شود منجر مي LQRبهينه 

 .]5[قرار گرفت و نشان داده شد كه در بيشتر مواقع استفاده از اين نظريه ساده تر از نظريه پايداري لياپانوف است 
نترل مقاوم، كنترل فازي، كنترل امروزه از اين نظريه در اغلب زير شاخه هاي كنترل از جمله كنترل غير خطي، ك

 توسط ويِلمز و سپس دسور و 1970بدليل كارهاي با ارزشي كه در دهه . بهينه و كنترل تطبيقي استفاده مي گردد

                                                 
1 - Asymptotic Hyperstability 
2 - HyperStability 
3 - Kalman-Yakubovich-Popov Lemma 
4 - Positive Real Lemma 



مجانبي از   و بجاي اصطلاح فراپايداري5ويدياساگار انجام گرفت، امروزه بجاي اصطلاح فراپايداري از غير فعال بودن
  . مي گردد استفاده6تلفاتي بودن

 مورد استفاده SPRهدف اصلي اين مقاله اشاره به نواقص موجود در قضايايي است كه عموماً براي تشخيص توابع 
در بخش سوم برخي از دسته . دوم قضاياي معروف در اين زمينه نقد و بررسي مي شوددر بخش . قرار مي گيرند

   .نيستند معرفي مي شوند SPR كه PRتوابع 
  
 حقيقي مثبت اكيداً توابع تبديل موجود در مورد قضاياي رسي نقد و بر) 2

  :تعاريف اصلي در مورد توابع حقيقي مثبت عبارتند از

 است، اگر نامساوي 7PR، حقيقي مثبت يا به اختصار G(s)تابع تبديل با ضرايب حقيقي  ]:6[ 1 تعريف
Re[ ( )] 0G s ]Re در ناحيه ≤ ] 0s   .  برقرار باشد≤

0ε است، اگر8SPRيا به اختصار  ، اكيداً حقيقي مثبتG(s) تابع تبديل با ضرايب حقيقي  ]:6[ 2 تعريف >  
)وجود داشته باشد بگونه اي كه )G s ε− ،PRباشد  .  

براي نتيجه گيري قطعي در . يك تابع دشوار است بودن SPR براي معين كردن فوقريف ااستفاده مستقيم از تع
 بودن يا نبودن يك تابع نياز به شرايط لازم و كافي است، لذا قضاياي متعددي در مقالات و كتب مختلف SPRمورد 

، ]6[، ]4[، ]2[بودن هستند، از جمله مي توان به مراجع  SPRارائه شده است كه معرف شرايط لازم و كافي براي 
در اين بين آنچه بيشتر مورد توجه واقع شده است و عموماً مورد استناد قرار مي . اشاره نمود] 17-14[و ] 11[

گيرد، شرايطي است كه با اعمال محدوديتهايي بر روي بخش حقيقي تابع تبديل بيان مي شود و بايد اذعان داشت 
ود ندارد، در حاليكه در مورد تعاريف كه در مورد آن يك اتفاق نظر كلي بين محققين و اساتيد برجسته كنترل وج

تشريح مي  SPRدر ادامه بيانهاي غالب موجود در مورد شرايط لازم و كافي براي توابع .  اتفاق نظر وجود داردفوق
از آنجا كه در مورد تعاريف بالا اتفاق نظر وجود داشته و مورد قبول تمامي اساتيد و صاحب نظران كنترل است . گردد

مورد نقد وبررسي  SPR اين تعاريف ديدگاههاي مختلف موجود در مورد شرايط لازم و كافي براي توابع با استناد به
  :از تلفيق تعاريف بالا نتيجه مي شود. قرار مي گيرد

0εاست، اگر اگر SPR، اكيداً حقيقي مثبت يا به اختصار G(s)تابع تبديل گويا با ضرايب حقيقي    3تعريف  > 
]Reوجود داشته باشد بگونه اي كه نامساوي  ( )] 0G s ε− ]Re در ناحيه ≤ ] 0s   . برقرار باشد≤

  
  ]Astrom  ]2با استناد به كتاب كنترل تطبيقي  ):1(بيان 

 :است اگر و فقط اگر G(s) ،SPR تابع تبديل  8-2 قضيه

  .  نداشته باشدهيچ قطبي با بخش حقيقي مثبت  )الف
  .هيچ قطب يا صفري روي محور موهومي نداشته باشد) ب
]Re )ج ( )] 0 ; 0G jω ω≥ ∀ ≥.  

                                                 
5 - Passivity   
6 - Dissipativity 
7 - Positive Real 
8 - Strictly Positive Real 



 است، و در واقع SPRهيچ قطب يا صفري روي محور موهومي نداشته باشد  كه PRين قضيه مدعي است هر تابع 
مثالهاي متعددي وجود دارند كه با . قائل استSPR  و PR نسبت به بيانهاي ديگر كمترين تفاوت را بين توابع 

اگر شرايط قضيه فوق برقرار  نيستند، از جمله SPR اريف فوقدر حاليكه بنا به تع هستند SPRاستناد به اين قضيه 
]Reبوده و  ( )]G jω داراي ريشه حقيقي از مرتبه زوج باشد آنگاه اين قضيه در تعيين SPR بودن به نتيجه 

  . جر مي شودنادرست من

  تابع تبديل   1مثال نقض 

                           
2

1 2

1( )
4c

s sG s
s s

+ +
=

+ +
  

  . را در نظر بگيريد

بخش حقيقي اين تابع عبارت است از 
2 2

1 2 2 2

( 2)Re[ ( )]
( 4)cG j ωω
ω ω

−
=

− +
 بنابراين شرط 

1Re[ ( )] 0 ; 0cG jω ω≥ ∀ )1 برقرار بوده و لذا بنا به قضيه فوق تابع ≤ )cG s ،SPRدقت شود كه .  است
1Re[ ( )]cG jω 2 داراي ريشه مضاعف درω  بايد نامساوي بالاريف ابا توجه به تع.  است=

1 2Re[ ( )] 0cG j ε− 0.5εز طرفي بديهي است كه اگر ا.  برقرار باشدεر مثبت امقديك براي دست كم  ≤ > 
)1اختيار شود آنگاه  )cG s ε− داراي قطب ناپايدار بوده و PR نخواهد بود، بنابراين براي SPR 1 بودن( )cG s بايد 

0 در بازه εدست كم يك  0.5ε< 1 موجود باشد، بطوريكه ≥ 2Re[ ( )] 0cG j ε− براحتي مي توان نشان . ≤
  : داد كه

                                
2

1 2 2 2

( 1)( 9)Re[ ( 2 )]
( 2) 2( 1)cG j ε ε ε εε
ε ε ε

− − +
− =

− + + −
  

0 در بازه εبنابراين براي هيچيك از مقادير 0.5ε< 1 نامساوي ≥ 2Re[ ( )] 0cG j ε−  برآورده نمي شود و ≤
  .كافي استقضيه فوق براي نقض  نيست و اين SPRلذا بنا به تعريف اين تابع 

  
  ]Slotine  ]6با استناد به كتاب كنترل غير خطي ):  2(بيان 

  :  است اگر و فقط اگرG(s) ،SPRتابع تبديل  9-2قضيه 

  .دنشباقطبهاي آن داراي بخش حقيقي منفي )  الف
]Re)  ب ( )] 0 , 0G jω ω> ∀ ≥.  

اين قضيه مدعي است هر سيستم خطي بطور مجانبي پايدار كه دياگرام نايكوييست آن بطور كامل در سمت راست 
اين .  قائل استSPR است و نسبت به بيان قبلي محدوديتهاي بيشتري براي توابع SPRمحور موهومي واقع باشد 

)1 كاملتر است زيرا در مورد تابع )1(بيان در مجموع از بيان  )cG sبا اين حال . ، به نتيجه صحيحي منجر مي شود
  .مثالهاي نقض فراوان ديگري از جمله مثال زير براي آن وجود دارد

  تابع تبديل   2مثال نقض 

                                    2 2

1( )
1c

sG s
s s

+
=

+ +
  



  : بخش حقيقي اين تابع عبارت است از.  بگيريدرا در نظر

2 2 2 2
1

1
Re[ ( )]

( )cG jω
ω ω

=
− +

  

2بنابراين شرط  , 0Re[ ( )] 0cG j ωω ∀ 2 برقرار بوده و لذا بنا به قضيه فوق تابع <≤ ( )cG s، SPRاما بنا .  است
]2Reبايد نامساوي ) 3(به تعريف  ( )] 0cG jω ε− از طرفي . فركانسهاي به اندازه كافي بزرگ برقرار باشدبراي  <

 : براي فركانسهاي به اندازه كافي بزرگ داريم

2 2

2 2 2 2 2 2

(1 )( 1)lim Re[ ( )]
( 1) (2 1)cG jω

εω ε ε εω ε
ω ε ε ω ε→∞

− + − − +
− =

− + − + −
 

  بنابراين

2 2lim Re[ ( )]cG jω
εω ε
ω→∞ − ≈ −  

2limو لذا  Re[ ( )] 0, 0cG jω ω ε ε→∞ − < ∀  نيست و اين براي نقض SPR لذا بنا به تعريف اين تابع <
 .ي استقضيه  فوق كاف

  
  ]Tao   ]11و Ioannouبا استناد به مقاله ): 3(بيان 

 :است اگر و فقط اگر G(s) ،SPRل  تابع تبدي 10-2 قضيه

  .دنباشقطبهاي آن داراي بخش حقيقي منفي )  الف
]Re)  ب ( )] 0 , 0G jω ω> ∀ ≥  
2lim رابطه يكبراي درجه نسبي )   ج Re[ ( )] 0G jω ω ω→∞  روابط   يك  و براي درجه نسبي منهاي <

( )lim 0s
G s

s→∞ lim و < Re[ ( )] 0G jω ω→∞   . برقرار باشد<
  

منجر ) 3(به نتيجه موافق با تعريف ) 2(و ) 1(اين بيان  از دو بيان قبلي كاملتر است بطوريكه در مورد مثالهاي نقض 
رابطه ) 2( نيست و براي مثال نقض برقرار) ب(شرط ) 1 (مي شود، براي مثال نقض

2
2lim Re[ ( )] 0cG jω ω ω→∞ در . در بيان اخير است) ج (شرطبرقراري  حاصل مي شود كه مبين عدم =

limنامساوي ] 13[و ] 12[مراجع  Re[ ( )] 0G jω ω→∞ اين قضيه براي توابع با درجه نسبي ) ج( شرط  در<
  .ين شرط نشان داده شده است، بنابراين قضيه فوق صحيح استدر زير لزوم ا. منهاي يك، ذكر نشده است

  تابع تبديل   4-3مثال 

                                               1( )
1

G s s
s

= +
+

  

]Reبايد نامساوي ) 3(بنا به تعريف . را در نظر بگيريد ( )] 0, 0G jω ε ω− > ∀   : برقرار باشد، از طرفي ≤

                                          2 2
1Re[ ( )]
(1 )

G j εω ε ε
ω ε

−− = − +
+ −

  



  
limبنابراين براي فركانسهاي به اندازه كافي بزرگ رابطه Re[ ( )]G jω ω ε ε→∞ − ≈  بر قرار است و لذا −

lim Re[ ( )] 0, 0G jω ω ε ε→∞ − < ∀ با دقت در قضيه .  نيستSPRاين تابع ) 3( بنابراين طبق تعريف <
lim شود كه تمام شرايط بجز شرط فوق روشن مي Re[ ( )] 0G jω ω→∞ برقرار است، بنابراين اين شرط لازم  <

است قرار گرفته ] 13[أييد مولف كتاب تمورد اين موضوع ( اشكال چاپي وجود دارد ] 13[و ] 12[است و در مراجع 
.(  
  

  ]Khalil ] 4با استناد به كتاب سيستمهاي غير خطي ): 4(بيان 
 :است اگر و فقط اگر G(s) ،SPR 9ل سرهتابع تبدي :11-2قضيه 

  . دنباش  قطبهاي آن داراي بخش حقيقي منفي )الف
]Re)   ب ( )] 0 , 0G jω ω> ∀ ≥  
2lim رابطه يكبراي درجه نسبي )   ج Re[ ( )] 0G jω ω ω→∞ )رابطه  و براي درجه نسبي صفر < ) 0G ∞ > 

  . برقرار باشد
, آن داراي يك بخش غير ضروري است) ج(ين بيان توابع با درجه نسبي منهاي يك را پوشش نمي دهد و شرط ا

با دقت در دو بيان اخير ديده مي شود كه . بصورت بسيار ساده تري قابل بيان است) ج(همچنين بخش ديگر شرط 
  . يل مي شوددر آنها شرط سومي وجود دارد كه در فركانسهاي بالا به تابع تبديل تحم

  اگر آمده است ] 18[همانطور كه در مرجع 

1

1

1

1

...( )
( ) , 0

( ) ...

m m

m

n n

n

b bb s
G s k k k

a s a a

s s

s s

−

−

+ + +
= = >

+ + +
  

1nاگر : آنگاه اين شرط را مي توان بصورت زير بيان نمود m− 1 آنگاه = 1a b≠ .  

  ]Wang ]3با استناد به كتاب كنترل فازي ): 5(بيان 

  :ف جديدي بصورت زير ارائه شده استدر اين كتاب تعري

inf اگر SPR، (A,b,c)، با ساختار فضاي حالتي G(s) تابع تبديل 8-3تعريف  Re[ ( )] 0
R

G j
ω

ω
∈

> .  

inf بطور كلي: نقد Re[ ( )]
R

G j
ω

ω
∈

 نمي تواند براي توابع با درجه نسبي يك يا بالاتر، مثبت باشد زيرا براحتي مي 
lim كه براي اين توابع تبديل توان نشان داد ( ) 0 inf Re[ ( )] 0

R
G j G j

ω ω
ω ω

→∞ ∈
= ⇒  بنابراين تعريف فوق يك ≥

  . مجموعه تهي را معرفي مي نمايد

  تابع تبديل  6-3مثال 

1( )
1

G s
s

=
+

  

                                                 
9 - Proper 



2بديهي است كه .  را در نظر بگيريد

1inf Re[ ( )] inf 0
1R R

G j
ω ω

ω
ω∈ ∈

⎛ ⎞= =⎜ ⎟+⎝ ⎠
 SPR، پس اين تابع بنا به بيان فوق 

  .نيست

 مطالب مطروحه در اين كتاب مي توان دريافت كه هدف نويسنده از بيان تعريف فوق استفاده از پايداري مطلق از
معادل باشد اما اين ) 3(ريف بطور منطقي بايد با تعريف لذا اين تعيك كنترلگر فازي پايدار بوده است، براي طراحي 

   .است SPR) 3(ا به تعريف  در مثال فوق بنG(s)بر قرار نيست زيرا براي مثال تابع 
 
  
  نيستند SPR كه PRبرخي از دسته توابع معرفي ) 3

 نمونه از يك نيستند اشاره مي شود و دياگرام نايكوييست براي SPR كه PRبه برخي از دسته توابع بخش در اين 
شود دامنه تغييرات در مورد تمامي توابع پارامتري كه در جدول زير ذكر شده است فرض مي . آنها ترسيم مي گردد
  . بگونه اي است كه چند جمله اي هاي صورت و مخرج اكيداً هرويتس باشند c,b,aپارامترهاي حقيقي 

  
  
  
  

   نيستندSPR كه PRبرخي از دسته توابع تبديل    نبودنSPRدليل 
  تساوي مجموع قطبها با مجموع صفرها

2( 1) : ( ) s aC G s
s as b

+
=

+ +
 

24
z acω = ]Re ريشه مضاعف± ( )]G jωاست   

2 2

2 2 2( 2) : ( )
( )

s as abC G s
s b c s ac

+ +
=

+ − +
 

z bω = ]Re ريشه مضاعف± ( )]G jωاست   
2

3 2( 3) : ( )
( )

s as bC G s
s cs bs b c a

+ +
=

+ + + −
 

( 1)z a bω = ± ]Re ريشه مضاعف+ ( )]G jω است  
2

3 2 2 2( 4) : ( )
2 ( 1) ( 1)

s s aC G s
s s a b s a b

+ +
=

+ + + + +
 

z bω = ]Re ريشه مضاعف± ( )]G jωاست   
3 2 2

3 2 2 2 3( 5) : ( )
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s as b s bcC G s
s bcs b c abc s cb

+ + +
=

+ + − + +
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sG s
s s
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=

+ +
 تابع (C2) و از دسته توابع 
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2 2

1( )
4C

s sG s
s s

+ +
=

+ +
 و از 

 تابع (C3)دسته توابع 
2

3 3 2

1( )
2 1C

s sG s
s s s
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=
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 تابع (C4) و از دسته توابع 
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4 3 2
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2 5 9C
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s s s

+ +
=
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 تابع (C5) و از دسته توابع 
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. را در نظر بگيريد 
  . ترسيم شده استزيردياگرام نايكوييست اين توابع در 

  



  

  

  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  

  نتيجه گيري ) 4

مورد  شرايط لازم و كافي براي اكيداً حقيقي مثبت بودن يك تابع تبديل در اين مقاله بيانهاي مختلف در ارتباط با
سبي منهاي يك را نيز است كه توابع با درجه ن) 4( بيان ،كامل ترين بيانبه نظر مي رسد . نقد و بررسي قرار گرفت

تسهيل  را SPRشكل ساده تري از شرط سوم اين بيان ارائه شد كه كار تشخيص توابع علاوه بر اين . در بر دارد
  . نيستند معرفي شدSPR كه PR همچنين پنج دسته كلي از توابع .مي نمايد
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