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  چكيده 
تـرل و فلـسفه   مرور تاريخچه توابع حقيقي مثبت مبين اين حقيقت است كه منشأ راهيابي ايـن توابـع بـه عرصـه كن                 

تعريف توابع اكيداً حقيقي مثبت كمتر مورد توجه انديشمندان قرار گرفته است و اين واقعيت عامل اصلي گرايش بـه                    
از طرفي يك ابزار اصـلي در فـضاي حالـت لـم             . بوده است در اين زمينه    سمت فضاي حالت و غفلت از حوزه فركانس         

تعددي دارد كه تنها برخـي از آنهـا معـادل تعريـف توابـع اكيـداً       پوپوف است، اين لم نسخه هاي م      -ياكوبوويچ-كالمن
حقيقي مثبت در حوزه فركانس است، لذا تا مدتها پس از معرفي توابع اكيداً حقيقي مثبت قضيه اي كه مبين شرايط                    

 ـ     . لازم و كافي براي اين توابع باشد ارائه نشد        ع اكيـداً  در حال حاضر نيز بـا اينكـه دانـشمندان كنتـرل در تعريـف تواب
حقيقي مثبت در حوزه فركانس با هم اتفاق نظر دارند، اما در بيان شرايط لازم و كافي معادل براي اين توابع، اختلاف                   

عموم اين قـضايا مبتنـي بـر      . نظر وجود دارد و قضاياي متعددي بيان شده است كه در جزئيات تفاوتهايي با هم دارند               
علاوه بر اين بررسـي گفتـه       . پوپوف به اثبات رسيده است    -ياكوبوويچ-لمنابزار موجود در فضاي حالت بخصوص لم كا       

هاي بسياري از صاحب نظران كنترل در زمينه توابع اكيداً حقيقي مثبت نشان مي دهد كه آنها هويـت ايـن توابـع را          
وابـع اكيـداً   ناشي از نظريه مدار و شبكه هاي تلفاتي مي دانند، در حاليكه مفهوم شـبكه تلفـاتي بـر اسـاس تعريـف ت                     

  .در اين مقاله اين واقعيات را مورد بحث قرار مي دهيم. حقيقي مثبت معرفي شده است
  

  توابع اكيداً حقيقي مثبت، شبكه هاي تلفاتي، ديدگاه حوزه فركانس: كلمات كليدي
  
  مقدمه  -1

در واقع حل . مي شود  زمينه هاي اوليه اهميت پيدا كردن توابع حقيقي مثبت در نظريه كنترل مرورمقالهدر اين 
مسأله پايداري مطلق لوري و تعميم آن به نظريه فراپايداري توسط پوپوف، موجبات ظهور اين مفهوم را در عرصه 

در طراحي و آناليز سيستمهاي غير خطي، اغلب مفيد و امكان پذير است كه سيستم را به يك . كنترل فراهم آورد
اگر تابع يا ماتريس تبديل زير سيستم خطي حقيقي . تجزيه كنيمزير سيستم خطي و يك زير سيستم غير خطي 

  ].9[مثبت باشد آنگاه خواص مهمي دارد كه ممكن است منجر به توليد تابع لياپانوف براي كل سيستم گردد 
اين بود كه يك سيستم خطي نامتغير با زمان فراپايدار است اگر و  1961در سال يكي از مهم ترين نتايج كار پوپوف 

كار پوپوف . فقط اگر حقيقي مثبت باشد و بطور مجانبي فراپايدار است اگر و فقط اگر اكيداً حقيقي مثبت باشد
مبتني بر حوزه فركانس بود، اما معيار حوزه فركانسي او پس از مدت كوتاهي توسط ياكوبوويچ و كالمن بصورت چند 

  .پوپوف معروف است-ياكوبوويچ-كالمننامساوي ماتريسي در فضاي حالت تفسير شد كه امروزه به لم 
مرور تاريخچه توابع حقيقي مثبت مبين اين حقيقت است كه منشأ راهيابي اين توابع به عرصه كنترل و فلسفه 
تعريف توابع اكيداً حقيقي مثبت كمتر مورد توجه انديشمندان قرار گرفته است و اين واقعيت عامل اصلي گرايش به 

پوپوف -ياكوبوويچ-يك ابزار اصلي در فضاي حالت لم كالمن.  حوزه فركانس بوده استسمت فضاي حالت و غفلت از
است، اين لم نسخه هاي متعددي دارد كه تنها برخي از آنها معادل تعريف توابع اكيداً حقيقي مثبت در حوزه 

ين شرايط لازم و فركانس است، به همين دليل تا مدتها پس از معرفي توابع اكيداً حقيقي مثبت قضيه اي كه مب



در حال حاضر نيز با اينكه دانشمندان كنترل در تعريف توابع اكيداً حقيقي . كافي براي اين توابع باشد ارائه نشد
مثبت در حوزه فركانس با هم اتفاق نظر دارند، اما در بيان شرايط لازم و كافي معادل براي اين توابع، اختلاف نظر 

عموم اين قضايا مبتني بر ابزار . ن شده است كه در جزئيات تفاوتهايي با هم دارندوجود دارد و قضاياي متعددي بيا
علاوه بر اين بررسي گفته هاي . پوپوف به اثبات رسيده است-ياكوبوويچ-موجود در فضاي حالت بخصوص لم كالمن

يت اين توابع را ناشي از بسياري از صاحب نظران كنترل در زمينه توابع اكيداً حقيقي مثبت نشان مي دهد كه آنها هو
نظريه مدار و شبكه هاي تلفاتي مي دانند، در حاليكه مفهوم شبكه تلفاتي بر اساس تعريف توابع اكيداً حقيقي مثبت 

مفاهيم تابع اكيداً حقيقي مثبت و شبكه تلفاتي هر دو برآمده از كارهاي انجام گرفته در نظريه . معرفي شده است
 بوده است و لذا هر دو مفهوم براي دانشمندان 1970 و 1960داري مطلق در دهه هاي كنترل و در ارتباط با پاي

  .نظريه مدار كاملاً نا آشناست
  
  نظريه فراپايداري پوپوف در سيستمهاي خطي نامتغير با زمان  -2

ع لياپانوف در بكارگيري نظريه پايداري لياپانوف مشكلي وجود دارد و آن عدم وجود رويه اي كلي براي ساختن تواب
از ميان تلاش هاي اوليه اي كه براي برطرف كردن اين مشكل صورت گرفت مي توان به روش پايداري مطلق . است
لوري و همكارانش براي سيستم هايي كه شامل يك بخش خطي و يك بخش غير خطي . اشاره نمود) 1951 (1لوري

دله جبري مركب از يك ساختار درجه دوم و انتگرال تابع لياپانوف با يك معا, بدون حافظه در حلقه پسخور بودند
اولين نتايج اين بود كه غير خطي بايد به بخش معيني از صفحه متعلق باشد و رقابت . بخش غير خطي بنا نهادند

براي يك دهه رقابتهايي انجام گرفت و بالاخره مسأله پايداري . براي پيدا كردن يك رويه براي حل معادله جبري بود
 پوپوف مفهوم 1963در سال ]. 6[حل گرديد ) 1962 و1960(لوري با يك معيار حوزه فركانسي توسط پوپوف مطلق 

معادل معيار حوزه فركانسي پوپوف توسط . فرا پايداري را به عنوان يك توسعه طبيعي از پايداري مطلق معرفي كرد
م كه متشكل از چند نامساوي ماتريسي در ساختار فضاي حالت بصورت يك ل) 1963(و كالمن ) 1962(ياكوبوويچ 

امروزه اين لم به يك ابزار اساسي در نظريه كنترل تبديل شده است و معروف به لم حقيقي مثبت يا . بود، بيان گرديد
شروط حوزه فركانس معيار پوپوف و معيار دايروي هر دو مبتني بر مفهوم تابع . پوپوف است-ياكوبوويچ-لم كالمن

از ديد امروز سهم . رند و لم كليدي فوق اين مفهوم را به وجود تابع لياپانوف مرتبط مي سازندحقيقي مثبت استوا
براي يك تحقق مي . اساسي معيار پوپوف معرفي غير فعال بودن يا حقيقي مثبت بودن در كنترل پسخور بوده است

 و G(s)يقي مثبت بودن  اين لم نشان مي دهد كه حقG(s) از تابع تبديل ( A, B, C)نيمال فضاي حالتي 
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 رابطه لياپانوف را برآورده مي كند بلكه بطور همزمان  نه تنهاP به اين معني است كه G(s)بنابراين غير فعال بودن 
 Pماتريس . را تضمين مي نمايد  خروجي است و نيز پايداري صفر ها-محدوديت درجه نسبي را كه يك شرط ورودي

) 1-1(بنابراين هر روندي كه براي حل معادلات , در واقع بخش درجه دوم تابع لياپانوف در مسأله لوري را مي سازد
  . رود براي ساختن تابع لياپانوف نيز مي تواند مورد استفاده قرار گيردبكار

  :بصورت زير تعريف مي شود) 3-1(يك سيستم فراپايدار با توجه به شكل 

                                                 
1 - Lurie 



و با هر ) 3-1( فرا پايدار ناميده مي شود اگر هر سيستم حلقه بسته با ساختار شكل S1سيستم   ]7[ 1-1تعريف 
  مي توانند سيستمهاي غير خطي يا متغير با زمان S2و   S1. ( بر آورده كند، پايدار باشدرا) 2-1( كه رابطه  S2بلوك
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  .باشد
  .مي شودقضاياي اصلي پوپوف بصورت زير بيان 

  فرا پايدار است اگر و فقط اگر تابع تبديل ) 3-1( در رابطه S1سيستم  ]:7[) فراپايداري (1-1قضيه 
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  .حقيقي مثبت باشد
پوپوف پس از مطرح كردن مفهوم فرا پايداري و براي مشخص كردن دسته اي از سيستمهاي خطي كه بطور مجانبي 

  .فرا پايدار هستند، تعريف توابع اكيداً حقيقي مثبت را معرفي نمود
 مجانبي فرا پايداري است اگر و فقط اگر بطور) 3-1( در رابطه S1 سيستم  ]:7[) فراپايداري مجانبي (2-1قضيه 

  .اكيداً حقيقي مثبت باشد) 7-1( در رابطه G(s)تابع تبديل 
 
   پوپوفيو فراپايداريلياپانوفي پايداري مقايسه  -3

در رده بندي مفاهيم پايداري، فراپايداري پوپوف قويتر از پايداري لياپانوف و فراپايداري مجانبي پوپوف قويتر از 
در واقع اگر يك سيستم خطي فراپايدار باشد قطعاً پايدار لياپونوف نيز خواهد بود . مجانبي لياپانوفي استپايداري 

ولي عكس اين حكم صحيح نيست، به همين ترتيب اگر يك سيستم خطي فراپايدار مجانبي باشد قطعاً داراي 
 نمي توان فراپايداري مجانبي را استنتاج كرد پايداري مجانبي لياپونوفي خواهد بود ولي از پايداري مجانبي لياپونوفي

و حتي از پايداري مجانبي لياپانوفي نمي توان فراپايداري پوپوف را نتيجه گيري نمود، بعنوان مثال سيستم با تابع 
  تبديل
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 نيست، زيرا فراپايداري علاوه بر پايداري قطبها، مستلزم (PR)نوفي است ولي فراپايدار داراي پايداري مجانبي لياپا
  . پايداري صفرها نيز مي باشد

، (SPR)ارتباط بين پايداري و فراپايداري را نمايش مي دهد، طبق شكل سيستمهاي فراپايدار مجانبي ) 4-1(شكل 
  .مهاي پايدار مجانبي هستند و سيست(PR)فراپايدار  زير مجموعه اي از سيستمهاي

  
  

پايداري قطبها، پايداري صفرها و اينكه : بطوركلي يك سيستم خطي فراپايدار سه ويژگي اساسي دارد كه عبارتند از
حدوديت دو ويژگي اخير يعني پايداري ديناميكهاي صفر و م. اختلاف تعداد قطبها و صفر ها نبايد از يك بيشتر باشد

 خروجي سيستمهاي -درجه نسبي از مفاهيم هندسه ديفرانسيل بوده و ابزارهاي اصلي در بررسي ساختار ورودي
خطي و غير خطي هستند و با پسخور ثابت تغيير نمي كنند، به همين دليل كنترل سيستم با ديناميك هاي صفر 

  ].6[ر پايدار است ناپايدار به مراتب مشكل تر از كنترل سيستم با ديناميك هاي صف
  :لم زير يكي از مهمترين نتايج كاربردي توابع اكيداً حقيقي مثبت مي باشد

 يك سيستم خطـي و تغييـر ناپـذير بـا            1Sرا در نظر بگيريد و فرض كنيد        ) 1-1(سيستم پسخور شكل     ]5[ 1-1لم  
 تـابع بـدون حافظـه    2Sو   باشـد ( A, B, C)مـال  زمـان بـا تـابع تبـديل اكيـداً حقيقـي مثبـت و تحقـق مـي ني         

2 2( , )y h t e=     2 باشد بطوريكه كه 2 ( , ) 0, , 0y e uh t u u R t= ≥ ∀ ∈ ∀  پيوسته قطعـه    t نسبت به    h و نيز    ≤
  .ه پايدار مجانبي يكنواخت جامع استمبدأ اين سيستم حلقه بست.  ليپ شيتز محلي است2eاي و نسبت به

روش مستقيم لياپانوف و قضيه . نظريه فراپايداري از دير باز در كنترل تطبيقي مدل مرجع مورد استفاده بوده است
مقايسه روي بردار . فرا پايداري پوپوف وقتيكه به مسأله كنترل تطبيقي اعمال مي گردند نتايج يكساني را مي دهند

 ورودي مدل بطور يكنواخت كراندار است نشان مي دهد كه پايداري و پايداري مجانبي دقيقاً مدل خطا وقتي كه
اگر ورودي مدل خطا . تحت همان شرايطي كه براي فرا پايداري و فرا پايداري مجانبي لازم است حاصل مي گردد

با اين .  كامل قابل حل نيستنتواند به طور يكنواخت كراندار فرض شود، مسأله با هيچ كدام از اين دو روش بطور
حال در بيشتر مواقع استفاده از نظريه فرا پايداري ساده تر از نظريه لياپانوف است زيرا نيازي به جستجو براي يك 

  ].6[تابع لياپانوف نخواهد بود 
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   لياپانوفی و فراپايداری پوپوفی  ارتباط بين پايداری۴-۱شکل



ام  توسط دسور و ويدياساگار انج1975 توسط ويِلمز و سپس در سال 1971بدليل كارهاي با ارزشي كه در سال 
 3مجانبي از تلفاتي بودن  و بجاي اصطلاح فراپايداري2گرفت، امروزه بجاي اصطلاح فراپايداري از غير فعال بودن

  ]. 8[استفاده مي شود 
دو ويژگي تركيبي سيستمهاي غير فعال يا فراپايدار كه باعث رونق اين نظريه در كنترل پسخور شده است عبارتند از 

و نيز تركيب موازي دو سيستم غير ) 5-1(در ساختار پسخور منفي مطابق شكل , فعالتركيب دو سيستم غير : اينكه
  ].9 و 8[يك سيستم غير فعال را نتيجه مي دهد ) 6-1(مطابق شكل , فعال

 تاريخچه توابع تبديل حقيقي مثبت   -4

 با المانهاي مثبت مقاومت، سلف و خازن Z(s)امپدانس در ارتباط با تحقق پذيري PR توابع حقيقي مثبت يا  مفهوم
 استخراج گرديد، او اثبات كرد كه 1930 در سال 4مطرح شد و شرط كفايت و بسياري از خواص آن توسط اتُ برون

هر تابع تبديل گويا با ضرايب حقيقي، امپدانس نقطه تحريك يك شبكه تك قطبي خطي، غير فعال، فشرده، 
  ]. 2و1[ر با زمان است؛ اگر و فقط اگر حقيقي مثبت باشد دوجانبه و نامتغي

اولين كسي بود كه به ارتباط بين تحقق پذيري در نظريه مدارهاي الكتريكي و پايداري در نظريه كنترل پي  پوپوف
 بطور 1961او مسأله پايداري مطلق لوري را كه براي يك دهه موضوع اصلي بحث در محافل علمي بود، در سال . برد

به نظر مي .  بعنوان تعميمي از پايداري مطلق بنيان نهاد1963را در سال فراپايداري كامل حل نمود و سپس نظريه 
بوسيله پوپوف معرفي شده است و فلسفه طرح اين تعريف  SPR  تبديل اكيداً حقيقي مثبت ياتابع  مفهومرسد

 كه بطور مجانبي فرا پايدار هستند، به مشخص كردن آن دسته از سيستمهاي خطي نامتغير با زمان بوده است
 باشد و بطور PRعبارت ديگر او اثبات كرد كه يك سيستم خطي نامتغير با زمان فراپايدار است اگر و فقط اگر 

 بودن قوي ترين نوع پايداري را براي يك SPRدر حقيقت ]. 10[ باشد SPRمجانبي فراپايدار است، اگر و فقط اگر 
بخصوص خيلي سريع در زمينه هاي مختلف كنترل ا زمان بيان مي دارد و لذا اين مفهوم سيستم خطي نامتغير ب

   .مورد استفاده قرار گرفتكنترل تطبيقي مدل مرجع 
با فاصله كمي پس از انتشار كار پوپوف كه در واقع يك معيار حوزه فركانسي بود، ياكوبوويچ و كالمن كار پوپوف را در 

معادل فضاي حالتي حقيقي مثبت بودن را استخراج نمودند كه امروزه به لم حقيقي فضاي حالت دنبال كردند و 
علاوه بر اين كالمن نشان داد كه حل مسأله معكوس كنترل . پوپوف معروف است-ياكوبوويچ-مثبت يا لم كالمن

  ]. 11[ منجر مي شود LQRبهينه بوسيله نظريه فراپايداري به قانون كنترل بهينه 

                                                 
2 - Passivity   
3 - Dissipativity 
4 - Otto Brune 
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    اتصال موازی سيستمهای غير فعال۶-۱  اتصال پسخوری سيستمهای غير فعال              شکل ۵-۱شکل      

   S2  
(Passive) 

u u1
+ 

u2 

y 

y2 

y1    S1  
(Passive) 

+ 
   S2  

(Passive) 

u 

u1 

+ 

u2 

y 

y2 

y1 



 تابعارِندرا و تيلور كارهاي انجام شده در ارتباط با پايداري مطلق را جمع آوري كردند و مفهوم  ن1973در سال 
. را از ديد نظريه مدار تفسير نمودند و شبكه تلفاتي خاصي را معرفي نمودند كه هر المان آن تلفاتي بود SPR تبديل

مقاومت، سلف تلفاتي و خازن تلفاتي يك به اين ترتيب كه امپدانس نقطه تحريك يك شبكه تك قطبي متشكل از 
بصورت امپدانس نقطه تحريك يك شبكه المان به المان  SPR  تبديلتابعاست و بالعكس هر  SPR  تبديلتابع

منظور از سلف تلفاتي، سلفي است كه داراي يك مقاومت سري مثبت باشد و منظور از . تلفاتي قابل تحقق است
  ].13و12[ي يك مقاومت مثبت موازي باشد خازن تلفاتي، خازني است كه دارا

بود كه بطور خفيف  SPRاز ديگر كارهاي با ارزش نارِندرا و تيلور استخراج يك ويژگي مهم فركانس بالا براي توابع 
آنها همچنين نشان دادند كه از دو بيان غالب موجود ]. 12[ را آشكار مي كرد SPR  وPRيك تفاوت كليدي توابع 

 مبين شرايط لازم و ديگري تنها مبين شرايط كافي است و هيچكدام مبين شرايط لازم و كافي در آن زمان يكي
  ]. 14[ نيستند SPRواقعي براي توابع 
در نظريه كنترل و با وجود اتفـاق نظـر           SPRاز ظهور مفهوم تابع تبديل      چهار دهه   بيش از   گذشت  متأسفانه با وجود    

يك اتفاق نظـر كلـي       ابعوتاين  ز در مورد شرايط لازم و كافي براي تشخيص          هنودر تعريف حوزه فركانسي اين توابع،       
اولين قضيه شرايط   . در كتب و مقالات بيانهاي متفاوتي براي شرايط لازم و كافي ديده مي شود             كماكان  وجود ندارد و    

در ت ديگـري  قضاياي متفـاو ]. 14[  ارائه شد1987 در سال Tao  و Ioannou توسطSPRلازم و كافي براي توابع 
و كتـاب   ] 9 [6و كتاب كنتـرل غيرخطـي اِسـلُتين       ] 5 [5كتابهاي معروفي همچون كتاب سيستمهاي غيرخطي خليل      

، ايـن  در اين زمينه آمده است كه اين چهار بيان در جزئيات بـا هـم اختلافهـايي دارنـد            ] 3 [7كنترل تطبيقي اَستروم  
نيز تعريف جديدي براي    ] 4[ 8 در كتاب كنترل فازي وانگ     .بطور كامل مورد بررسي قرار گرفته است      ] 18[موضوع در   

 تلفـاتي معـادل بـا توابـع         سيستمهاي مفهوم   همچنين از . ]18 [اين توابع ذكر شده است كه داراي ايراد بنيادي است         
SPR            برداشتهاي نادرستي صورت گرفته است، بگونه اي كه بر سرSPR           بودن دسته خاصي از توابـع اخـتلاف نظـر

و كتـاب اِسـلُتين   ] 17-15 [9مندان وجود دارد كه از جمله مي توان به ديدگاه هاي مطروحه در مقاله لُزانـو       بين دانش 
  . قضيه زير باشدSPRبه نظر مي رسد جامع ترين قضيه براي شرايط لازم و كافي در تشخيص توابع . اشاره نمود] 9[

  تابع تبديل گويا با ضرايب حقيقي] 18[قضيه 
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 SPRاست اگر و فقط اگر :  

0k.   الف 1n و < m− 1n و اگر≥ m− 1  آنگاه = 1a b≠.  

   .باشدداراي بخش حقيقي منفي  G(s)تمامي قطبهاي .  ب
]Re . ج ( )] 0,G j Rω ω> ∀ ∈  
  
  نتيجه گيري  -5

به نظر مي رسد دو عامل اصلي دور شدن از مفهوم توابع اكيداً حقيقي مثبت گرايش بـه سـمت ديـدگاههاي فـضاي                        
نگاه دقيق به كارهاي پوپـوف  . حالتي و سعي در معادل سازي مداري اين توابع با معرفي شبكه هاي تلفاتي بوده است            
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ت بودن اساساً يك معيـار حـوزه فركانـسي اسـت و بايـد از ايـن        آشكار مي سازد كه اكيداً حقيقي مثب1960در دهه   
  .منظر اين مقوله را مورد تأمل قرار داد
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