
������ �	
���
 �
��
 ���� �������� 
�������	
 ��
��� ��� ��������� 

���� ��� ��� ���
 ����  !�	�" #
$% �&�'( )��" 
���� �*��� ����  !�	�" +�$, 

�-. �'��" /&
�0�	�����1!  2
���. 34356. 7-! ���2
8

Behrouz210@yahoo.com 
 

/��9� 
� �� �� ��� ��� �� ��� ����� ��� �
 � !"��# �$% &�'� &(�� �����) *+�'� ,��- .
� / ���) &��) 

�� �#0�1��2� �+��� �3 .��� �� �3�� �#0 �$% &(�� �����) 5�� �� 6��7 �) �� ���8� �9:'� ��;)� ��<#� ��� &��)
�1#� �� &�#) 5���3 .���:= 
�>� � �� �� �
��;�� �)�&��3 ,�����) �9:'� �� �) ��� �� �3�� �#0 �$% (�� �����) 

�$% &(���@$A � �9:'� ,��- ./ B��=  ���
�C *��D= ��/ �� ���) �97.�� *E &��) ,��- �� � ��� �%/ �
 

�
 �� �
��;�� &
�F 5�G� .

���-
 ��� /:
':���
 ����  !�	�" <���� �*��� ����  !�	�" <���� ���  .$��! ��$=, .

0> !�?! 
#1	) �) ��� �>2� �� ����1C �12H= IA��� �� �J@) K�@A�  &�1�
 �
 &�1C �12H= ��L��- �
�� �D'� &��� ���

! �3 �#��� /
�����;�� �21A K&
�-�� /N�O;'� 
��@= K�@A�  �21A /�� &
��@= �� �;3�C �<� �
 �) ��1P  �1��= ������
�#��2� 
��%�) �	;�
 �Q�  B���
 .�1#0 �� ���
 &��� �2�(��� ���) �1�1�  �21A K
�� �D'� I)��= �;����� *+�'� �


+�'� *7� �
 �9+�'��#;'� �3�� �#0 �$% &�'� &(�� �����) *.�3�� �#0 �$% &�'� &(�� �����) �� �L�
 5�G� ��
;3�1) R��=� ���/ �
 ��� �>2��
�1C �� ���A *19Q= 
��� �9��F S����/ �� T��;� �� �;A  .6�1)
� �@��$�  ����)


��� �� ���U �� &�'� &(�� �����) �� �@1�  &��
�)��� ��1�Q= .��� �
 V1�Q= �
 ��9;O� *+�'� �
 �#���= �� ��
�)���
� 6�192F�#�� 
�-  ��1P  &��) ���<� K.W� &(�� �����) K6�FWX� &��:= K&���/ 6�192F K�1��= K*��  *2E KI)�#� Y1HO= 

�

�#
�) �;]�[K]\[ ]][.&��) &
��� &�	
 �,��- .
� / ���)�= �3�� �#0 �$% &�'� &(�� �����) *+�'� 5�E �) 
��� ��
 �+���]^K_K`Ka[� ��� KG�=�D��Q� b�Q� �� �	
 � ��� ���#
�) �� �1L#� ��1') ]c[,&��) �1%� 6��1�Q= �
 �>���$)

��� �
�� �
��;�� &��3 &�� �F�2d� &��:= �� *>e� ��� �) �D9P]f[K]�g[ ]��[.�
]��[��W� 
�>� � �� &�1C��>) �)
 �����) 5�� �� �) �97� �9:'� �) .�1�� &��) &��3 �$% &(�� �����) �� ���	>1#>=  ��
 *��D= �3�� �#0 �$% &(��

��� �;3�C ���A �
��;�� 
��� SO) ���h� ,��- ��.�=  
 N�d�� ��(Dutta)]�[�
 ��
 �+��� 
�>� �]��[�
�� &�L���) ��
�
 ��8;� �� ./ &��
���� �� �J@)  .� ��� ��� 
�>� � ./ &�	�@h �� �>� N�d�� &�L92F �91��) ���JF I)��= i�2;-� �

�j���#	� ���k N�9F ��>e��
 j(��D= �#	� �;@#7 ��Le��
 
lj� �C I��#7 ���#	�–��Le��
.��2� �#1� �9F�) 
�j�h��� SO) j.��	= n��� �1)�= ��Le��
 



op� &��3 &�	2;'1� q����#� �12d#k 6r��� �F�2d� 

�#� �2� �12J= �� �1	) ,��- ������ �� 
�
 �� .�=  
(Dutta)]�[�$% &�'� &(�� �����) *E &��) �� ���8� 
�>� �

�� sW7� �3�� �#0.<� �
 �) �1#t2�  ���2� �� "1��= �� �9:'� ��W� ����� �� ,�9$� ���JF I)��= 
�d�� �)  � �

�� �D'� �;3�C)��� I)��=(K
�� 
�	#e1k �9:'� *E &��) �� �
�� �@2- ��
 .�  5�� ��.! � �� ����� ��� �
6 ��;� 
./ �
 �� 

�C �� �+��� �3�� �#0 �$% &�'� &(�� �����) �9:'� ,��- .
� / ���) &��)&
�	
 ��$) *E �C�1t1k 

&�	
 � �) �D'� �9:'� 
�-���)�� �� S��� �L�
.��� �) *E ! � �$% &�'� &(�� �����) �9:'� ��;)� �� ��� 6��7
�) �� �3�� �#06��7 ���L92F &�1C��>) �) �� ./ qw�  �1#� �� *��D= ��� �� �3�� �#0 �$% &(�� �����) �9:'� 

#1�N�21���2�� )Zimmermann’s min operator ( &�#) 5���3 �@$A �$% &(�� �����) 5�� �� 6��H) �� �� �1��2� ��
�9:'� ,��- ./ *E�97� / �� ���) ��.

4>���
 ����  !�	�" 
0>4>��� ���
 ����  !�	�" 


�
 �� x��@= ��� 6��7 �) �$% &�'� &(�� �����) 5�� ��]�l:[

)z()LFP(

�>���$)nmnm RA,Rx,d,c,Rb,R, ×∈∈∈∈βα.
��
��� �� �J@) &���)x6��DF β+xdT
�
 ��7 �)��) ��� �>2� .{�3 
��� ��� �� &�1C�9- &��) �� �1#�)LFP(

)z(���2� R�7 ��� B���
 �
:
)\(

@��1,A:���1L) �<� �
 �� ��� �h��� &(�� �����) 5��  
:

�  
 �9:')i(),ii(�#��C ��� �� �� ��C�� �#��� �� �) �� �
�L� �� (.)q�9:'� ,��- &�J3 �� )i(,��- &�J3 �) 
�9:'�)ii(�� &��� �) �>���$) �
�) 
�-�� ∆∈= x)),x(q(G)x(F]��.[
 �BCA:�3�1#� {( )0,y�
�) ��� �$% &(�� �����) 5�� &��) ���
 ,��- �� :

)](

.�#�� |�
 �� �1#� {�3)\(�
�) ���A�) .�9:'� 6��7 ��� �
)LFP()z(�$% &(�� �����) �9:'� �))](5
�@� ����% 

�)]zl.[

�$% &�'� &(�� �����) 5�� �)�1#� �-�= ���:

0x
bAx:t.s

xd
xc:Max T

T

≥
=

β+
α+

[ ] [ ]0xdbAx,0x T >β+⇒=≥

Γ∈∆∈ x:t.s
)x(Gmax)ii(

,
x:t.s

)x(Fmax)i(

Rt,0t
Ry,0y

0btAy
1tyd:t.s

tycMax

n

T

T

∈≥
∈≥
=−
=β+

α+

{ } 0)x(D0x,bAx:xx
0x

bAx:t.s
)x(D
)x(NMax

>⇒≥≤∈
≥
≤



�����) ,��- .
� / ���) �$% &�'� &(�� ... opf 

)^(
�C� .�#��)x(D/1t,txy ==�9:'� ��L�/ )^(�9:'� �))_(��� �
 ����% *��D= :

)_(

��
 �Q� �#�(L��- �) 5�E1)t/y(tD ≤��
 �Q� &�- �) 1)t/y(tD =�
 )_(�
�
 �1���%:

)`(

@��1,D:�9:'� )^(���@�� &�'� &(�� �����) �9:'�j
�����;�� ,�Q� )SCCFP(�C� 
�
 �� �;�C (.)N& � ∆

��
��� �� �J@) &���)  �
�) �@��∆∈x,0)x(N ≥�1#t2�  (.)D& � ∆�
�) ,�Q�  �DG� ]��.[
 �BCD:��
��� �� �J@) &���) ∆∈x�� 0)x(N ≥�9:'� �C� K)^(�$�� �
*xx =���) &����� �2�(��� �� �) 

�9:'� ��L�/)`(�$�� �
)y,t()y,t( **=�(��� �) �>���$) ��� �� &����� �2*** xt/y =.� W@) �
 ��� I)��= 

�) �#���% �)��) |��� ���]\ ].[

 �BCE:�9:'� �C� )^(�@�� &�'� &(�� �����) �9:'� ��j�$�� �
 �� �
�) 
�����;�� ,�Q�*x&����� �2�(��� �) 
���).= �9:'� 6��7 ��� �
 �U�#;� ��
 *��D)`(�$�� �� �
 �2�(��� ����� .�2� �))y,t( **�>���$) ��� �� 

*** xt/y =.� W@))`(�
�
 ����% ,�Q� ,��- &�J3 ��  �@�� ��� I)�= ��]].[

�9:'� �
 �C�)^(�F�2d� & �∆K(.)N �@�� (.)D�1#t2�  �#
�) �DG�  �@�� (.)N�� &���) ∆∈x
6��7 ��� �
 �
�) ��#�:

)a(

�>���$))x(N-�
�) �� �DG�  ,�Q� .�1JA �) �-�= �) 5�E]�� �����) 5�� K
�-�� 6�h ��� �Q=  &�'� &()^(


�C *��D= ��� �$% &(�� �����) 5�� �) ����= ��:

)c(

0t
0y

1)t/y(tD
0b)t/y(A:t.s

)t/y(tNMax

>
≥

=
≤−

0t
0y

1)t/y(tD
0b)t/y(A:t.s

)t/y(tNMax

>
≥

≤
≤−

)x(N
)x(Dmax

)x(D
)x(Nmin

)x(D
)x(Nmax

xxx −
⇔

−
⇔

∆∈∆∈∆∈

0t
0y

1)t/y(tN
0b)t/y(A:t.s

)t/y(tDMax

>
≥

≤−
≤−



o}g &��3 &�	2;'1� q����#� �12d#k 6r��� �F�2d� 

4>4>���� ��� ��� ���
 ����  !�	�" 

�
 �� x��@= ��� 6��H) �3�� �#0 �$% &�'� &(�� �����) 5�� �� �9� ���E �
]zl:[

)~(

�>���$) 

�1#� {�3 �C� 5�E
)x(D
)x(N

xd
xc

)x(Z
i

i

ii

ii
i =

β+
α+

=�9:'� ��L�/ )~(
�
 �� �;
�� ��� N�3 �):

)z�(

8>��
 F� ���� ��� ��� ����  !�	�" 
q���� �F�2d�I,Ic���1L) �<� �
 ��� 6��H) �� :

�>���$) :{ }k,,2,1II c L=∪
�� �1#� {�3(.)D& � ∆ �
�) �DG� ∆�F�2d� �� P�
�) �������  ���% �1.t���1L) �<� �
 ��� 6��7 �) �� :

qk�
�
 �1���% :

)zz(

*��D= �� �
��;�� �) .�#��( )0ttxy >= &���JA K\,]& �'��� &�1C��>) �)  &��)zz(�$% &(�� �����) �9:'� �� K
�3�� �#0��� �� &��) �3�� �#0 �$% &�'� &(�� �����) �9:'�)z�(
�
 �� �;
�� ��� 6��H) ]zl:[

0x
,bAx:t.s

xd
xc,,

xd
xc,

xd
xcMax

kk

kk

22

22

11

11

≥
≤









β+
α+

β+
α+

β+
α+

L

[ ]

)MOLFP(
0x
bAx:t.s

)x(D
)x(N,,

)x(D
)x(N)x(Z,),x(Z)x(ZMax

k

k

1

1
k1

≥
≤









== LL

{ }
{ }∆∈<=

∆∈≥=

xeachfor0)x(N:iI

xsomefor0)x(N:iI

i
c

i









∈
α+

−=








∈
β+

= c

iiii

Ii,
xc

1minIi,
xd
1mint

C

ii

ii

Ii,t
xc

1

Ii,t
xd
1

∈≥
α+

−

∈≥
β+

nmnT
i

T
i

m
ii RA,Rd,c,x,Rb,R,. ×∈∈∈∈βα



�����) ,��- .
� / ���) �$% &�'� &(�� ... o}� 

)z\(

 �9	:�F�2d� ����2�&�J3 �9:'� ,��- )zz(�
�) �� ,�Q� ���% �1P �F�2d� �� �1���= �� i�h�� ��� 6�D�� &��) ��
I-�� �)]zl[�1#� �@-���.

{ }

0t
0y

0b)t/y(A
)MOLP(Ii,1)t/y(tN

Ii,1)t/y(tD:t.s
Ii),t/y(tD;Ii),t/y(tNMax

c
i

i

c
ii

>
≥

≤−
∈≤−

∈≤
∈∈



o}l &��3 &�	2;'1� q����#� �12d#k 6r��� �F�2d� 

G>�C ��� ����  !�	�" ' ���� 7��$=, &�9�'H&�1! �1� 
�3�� �#0 �$% &(�� �����) �9:'� ���� &�	)��- .
� / ���) &��)(MOLP))z\(����:= 
�>� � �� �� �
��;���)

�L92F &�1C��>) �)  &��3&��3 min-operator���2�� B��= �� )zimmermann(�
]zo[�����) 5�� �� K��� ��
 �+���
�1�
 �� !�;'C �1�W� �$% &(�� .��� &��)�9:'� ��� I)��= �� �� �� &��) ��;)� ��<#�)MOLP ()z\(��I)�=

�1+�2� x��@= ��� 6��H) ���JF:
�C�Ii∈:

)z](

�C�cIi∈:

)z^(

���JF I)��= �) �-�= �) .�#��)z]( )z^( �
��;�� �) �L92F �� min-operator]zo[5�� K�$% &(�� �����) �9:'� &��3 
�3�� �#0)z\(
�
 �� *��D= ��� �@$A �$% &(�� �����) �9:'� �) .

)z_(

q���� �F�2d� �� ��� ��
 {�3 ����2� �<� 
��� ! � �
I,Ic�@1DX �=��D@) �� )x(Ni&���) k,,1i L=
@��
�) �� N�9 .��� �DG� ,��- &�J3 �
 ��� I)��= ��O� �� �
�) N�9@� ��  �#
�D� YOe� ���7 ��$) �	�/ �C� 5�E,

q���� �F�2d� .
�� ��1k &��) 6��7 ��� �
I,Ic�����/ �$� �2�(��� �;3�� �1#t2�  iZ,
�� 5�D�
 ���) �� ��� *E���:

zj��� I)��= �� �� �� )x(Zi�
 ��
 �+��� ! � &�1C��>) �) �9:'� &�� ��
 �Q� �) �-�=�) �� ]zp[&��� �2�(���
�1+�2� .&���)k,,1i L=K∗

iZ����� �2�(��� .��#@) �� )x(Zi���1L) �<� �
 .

( )









≥

<<
−

−
≤

=µ

ii

ii
i

i

i

ii

Z)t/y(tN;1

Z)t/y(tN0;
0Z

0)t/y(tN
0)t/y(tN;0

)t/y(tN

( )









≥

<<
−

−
≤

=µ

ii

ii
i

i

i

ii

Z)t/y(tN;1

Z)t/y(tD0;
0Z

0)t/y(tD
0)t/y(tD;0

)t/y(tD

( )
( )

0t
0y

0btAy
Ii;)t/y(tN

(LP) Ii;1)t/y(tD
Ii;)t/y(tD

Ii;)t/y(tN:t.s
Max

c
i

i

c
ii

ii

>
≥

≤−
∈−

∈≤
∈λ≥µ

∈λ≥µ
λ



�����) ,��- .
� / ���) �$% &�'� &(�� ... o}� 

\j�C� 0Zi ≥∗��L�/ �
�) Ii∈�C�  0Zi ≤∗��L�/ cIi∈.

]j�C� Ii∈��L�/ ∗= ii ZZ�C�  cIi∈��L�/ ∗−=
i

i Z
1Z.

I>�&�. H�J! 
� �����1L) �<� �
 �� ��� �3�� �#0 &�'� �$% &(�� �����) 5�.

)z`(

�
 ��
 �+��� �$% &�'� &(�� �����) *E ! � &�1C��>) �) ]zp[��
���∗
iZ&���) 3,2,1i =��/ �� ���) ��� 6��H) :

.�0��
��� �� �J@) &���) x,��- &�J3 �) V9@;� ,0)x(Z1 ≥K0)x(Z2 ≥ 0)x(Z3 ≥&(�� �����) 5�� ��L�/ 
�� ��� 6��DF ��� �� �3�� �#0 �$%:

)za(

|�)�� ���JF I)��= �� �� �� .�#���))t,y(f i�� ��� 6��H) � x��@=�1��2:

18x4x
1xx2:t.s

3x2x
1x4x2)x(Z,

1x2x6
x3x4)x(Z,

1xx2
xx)x(ZMax

21

21

21

21
3

21

21
2

21

21
1

≤+
≥−









++
++=

++
+=

++
+=

762.1Z,828.0Z,6.0Z 321 === ∗∗∗

( )

0t
0y,y
0t4y

0t10y4y2
018y4y

0tyy2
1t3y2y
1ty2y6

1tyy2:t.s
ty4y2)t,y(f,y3y4)t,y(f,yy)t,y(fMax

21

1

21

21

21

21

21

21

213212211

>
≥
≥−

≥−+
≤−+

≥−−
≤++
≤++

≤++
++=+=+=

0x,x
4x

10x4x2

21

1

21

≥
≥

≥+



o}o &��3 &�	2;'1� q����#� �12d#k 6r��� �F�2d� 

)zc(

)z~(

)lg(

���JF I)��= �) �-�= �))z�( )zf( )lg(�� ��� 6��DF 5
�@� �$% &(�� �����) 5�� :

)\�(

,��-�1	)�@$A �$% &(�� �����) )l�(�� ��� 6��DF :

( )









≥

<<
+

≤

=µ

6.0)t,y(f;1

6.0)t,y(f0;
6.0
yy

0)t,y(f;0

)t,y(f

1

1
21

1

11

( )









≥

<<
+

≤

=µ

828.0)t,y(f;1

828.0)t,y(f0;
828.0

y3y4
0)t,y(f;0

)t,y(f

2

2
21

2

22

( )









≥

<<
++

≤

=µ

762.1)t,y(f;1

762.1)t,y(f0;
762.1

ty4y2
0)t,y(f;0

)t,y(f

3

3
21

3

33

0t
0,y,y

0t4y
0t10y4y2

0t18y4y
0tyy2
1t3y2y
1ty2y6

1tyy2
0762.1ty4y2

0828.0y3y4
06.0yy:t.s

Max

21

1

21

21

21

21

21

21

21

21

21

>
≥λ

≥−
≥−+

≤−+
≥−−
≤++
≤++

≤++
≥λ−++

≥λ−+
≥λ−+

λ

391.0,031.0t,109.0y,125.0y 21 =λ===



�����) ,��- .
� / ���) �$% &�'� &(�� ... o}p 

�97� �9:'� ,��- "1=�= ���))�}(��� 6��DF ��:

K>���L  ���	 

 � �� ����� ��� �
�'� ,��- .
� / ���) &��) �+*�� ��
�
 �+��� �3�� �#0 �$% &�'� &(�� �����) ���k �) 

�
�) �� &��3 ����:= 
�>� � .*��D= �� �
��;�� �) ��;)� y = tx (t>0)�� 6��H) �� �3�� �#0 �$% &�'� &(�� �����) 
�#0 �$% &(�� �����) 5����
�� &�#) 5���3 ��� �� �3�� . "��#� ���JF I)��= x��@= �) qw� &�1C��>) �) 

�L92F&��3min-operator ���2�� B��= ��(Zimmermann) ��� ��
 
�d��,5�� �� �) �� �3�� �#0 �$% &(�� �����) 
��/ �� ���) �97� �9:'� ,��- ./ *E �� �� ��
�2� *��D= �@$A �$% &(�� �����) .

64.1)x(Z,82.0)x(Z,6.0)x(Z,52.3x,03.4x 32121 ===== ∗∗∗∗∗



o}} &��3 &�	2;'1� q����#� �12d#k 6r��� �F�2d� 

!M%
� 
[1] Gilmore P.C. and Gomory R.E., (1963), “A Linear Programming Approach to the Cutting Stock 

Problem”,Oper. Res.,Vol.11, Pages 863-888. 
[2] Schaible S., (1976), “Fractional Programming I: Duality”, Manage. Sci.,Vol.22, Pages 658-667. 
[3] Schaible S., (1978), “Analyse and Anwendungen Von Quotienten Programmen”, Verlag Anton Hain, 

Meisenheim am Glan. 
[4] Choo E.U., and Atkins D.R., (1982), “Bicriteria Linear Fractional Programming”, J. Optim. Theory 

Appl.,Vol.36, Pages 203-220. 
[5] Kornbluth J.S.H. and Steuer R.E., (1981), “Goal Programming with Linear Fractional Criteria”, European J. 

Oper.Res., Vol.8, Pages 58-65. 
[6] Kornbluth J.S.H. and Steuer R.E.,(1981),“Multiple Objective Linear Fractional Programming”, Manage. 

Sci.,Vol.27, Pages 1024-1039. 
[7] Nykowski I. and ZolKiewski Z.,(1985),“A Compromise Procedure for the Multiple Objective Linear 

Fractional Programming Problem”, European J. Oper. Res.,Vol.19, Pages 91-97. 
[8] Dutta D., Tiwari R.N. and Rao J.R., (1992), “Multiple Objective Linear Fractional Programming- A Fuzzy 

Set Theoric Approach”, Fuzzy Sets and Systems, Vol.52, Pages 39-45. 
[9] Dutta D., Rao J.R. and Tiwari R.N.,(1993), “A Restricted Class of Multi Objective Linear Programming 

Problems”, European J.Oper.Res,Vol.68,Pages 352-355. 
[10]Dutta D., Rao J.R. and Tiwari R.N.,(1993), “Fuzzy Approaches for Multiple Criteria Linear Fractional 

Optimization: A Comment”, Fuzzy Sets and Systems,Vol.54,Pages 347-349. 
[11]Luhandjula M.K.,(1984),“Fuzzy Approaches for Multiple Objective Linear Fractional Optimization”, Fuzzy 

Sets and systems,Vol.13,Pages 11-23. 
[12]Chakraborty M. and Gupta S., (2002), “Fuzzy Mathematical Programming for Linear Fractional 

Programming Problem”, Fuzzy Sets and Systems, Vol.125, Pages 335-342. 
[13]Caraven B.D., (1988), “Fractional Programming”, Heldermann Verlag, Berlin. 
[14] Zimmermann H.-J., (1996), “Fuzzy Set Theory and Its Applications”, Kluwer Academic. 
[15] Charnes A. and Cooper W.W., (1962), “Programming with Linear Fractional Functionals”, Nav. Res. 

Logistics Quart., Vol.9, Pages 181-186. 


