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ºiB¿ÌÎÃ Ë ÆÌn¼ÍË ÁÎ´Nn¿ Ð�GºiB¿ÌÎÃ Ë ÆÌn¼ÍË ÁÎ´Nn¿ Ð�G¾AjÚNÃA ÐBÈqËi O³e sÍAl¯A¾AjÚNÃA ÐBÈqËi O³e sÍAl¯A

fÃBÀnÒ iBI iAejI tËi kA ÊeB°NmA BIfÃBÀnÒ iBI iAejI tËi kA ÊeB°NmA BI

ÊkBm `Aj� Ë jÚrÇË#Ò ,ÆBÎÖAf¯ �¿Ai*

ÊBÚrÇË#Ò ÏMBÎY ÐBÈÃBÍjq ÊËjG jÍf¿ Ë iBÍeBNmA ,�ÎnY eÌÀ�*
ÊBÚrÇË#Ò oÎÖi Ë eBNmA ,ÏÃBÎNqE ÐiÌ°« Ån�*

ÊfÎ¸C -ÊfÎ¸C -11

Ð�_G ¾Aj_ÚNÃA ÐBÈ_qËi Êe�_nG ÕÊeB°N_mA ÉI ÉUÌM BI ,É»B´¿ ÅÍA ie
kA B_Ç ÊkB_m Ïña�_« xÌ_vbI Ë Ï_ña Ï¸Î¿BÄ__Íe ½Î¼� ie ÁÎ´Nn¿
É_¼� kA Ê#_ÍË ÐA Êkj_» ÐB_È¼Î¼� ie eBÍk iBÎnI O³e ÉI kBÎÃ Ë Ìm ¹Í
O_³e s__ÍAl¯A ÐAjI ÏqËi ,jÚÍe ÐÌm kA ÏÇBG ÉÎ¸M fÄC KÎ·jM PÜBY
LBNq iAf´¿ ÕÉJmB� jQA AfNIA ,BNmAi ÅÍA ie .OmA Êfq ÉÖAiA BÈqËi ÅÍA
Ë ÆÌ_n¼ÍË ÐBÈ_qËi É_I ÁÎ´N_n¿ Ð�__G ¾AjÚNÃA ÏÃB¿k ÐBÈ¿BG ÐBÈNÃA ie
Å_ÍA ÐAj_I .O_mA Êf_q Ï__mijI tËi Ëe ÅÍA O³e Ë ÐiAfÍBÒ ieºiB¿ÌÎÃ
ÐAjI tËi Ëe ÅÍA ie Ð�G ¾AjÚNÃA KÍj´M oÍjMB¿ Ï°Î� ªB¨q ,iÌ¤Ä¿
.O_mA É_N¯jG iAj__³ ÊeB°NmA eiÌ¿ BÈÃE ÕÊfq `ÝuA Ë eiAfÃBNmA ÐBÈN»BY
ÐBÈ_qËi É_ÃÌG Å_ÍA ±_¨y¢B_´Ã ©_¯i ÐAj__I fÃBÀnÒ iBI iAejI tËi ,o[m
tËi kA ÊeB°N__mA B_I .O_mA Êf_q eBÈÄ_rÎÒ B_ÈÃE O_³e s_ÍAl¯A Ë Ðef_§
¾eB__¨M Ë ÐiBGkBm Ë ÊeÌJÃ ÂjU oÍjMB¿ pÌ¸¨¿ ÉI ÐkBÎÃ jÚÍe ,iÌ·h¿
O_³e .eej__G Ï¿�¿ùBM iB·eÌa iÌ� ÉI�AÌN¿ ÐBÈ¿BG ie cmBÒ ÐBÇiAejI
,fÃBÀ_nÒ iB_I iAej_ItËi kA ÊeB°N_mA B__I ¶Ì¯ Êfq`ÝuAÐBÈqËiÏÍAjÚÀÇ Ë
É_¤� LBN_q ÕÉJ_mB�ie`Ý_uA ¾B_À§A É__·OmA Êfq ÊeAe ÆBrÃ Ë ÏmijI
tËi ÐiAf_ÍBÒ Æf_q¢Ëj_r¿S_§BI ,iB¤NÃA ²ÝajI ÏÃB¿kÐBÈ¿BGÏÍBÈNÃA

.eiAfÃÐ�QùBMºiB¿ÌÎÃtËi ie ,É¸ÃE ¾BY ;eejG Ï¿ÆÌn¼ÍË
,ÁÎ´N_n¿ Ð�_G ¾Aj__ÚNÃA ÐBÈqËi ,ÏÃB¿k ÉÛ�iBM ½Î¼� :BÇ ÊÓAËfÎ¼·:BÇ ÊÓAËfÎ¼·

iAej_I ,Ð�_G ¾Aj_ÚNÃA K_Íj´M oÍj_MB¿ ,ºiB__¿ÌÎÃ tËi ,ÆÌn¼ÍË tËi
.ÏÍAjÚÀÇ ,ÐiAfÍBÒ ,fÃBÀnÒ iBI

É¿f´¿ -É¿f´¿ -22

É_ÎuÌM ,É_N¯BÍ iB__rNÃA ÆÌÄ·BM É· Ð�G ¾AjÚNÃA ÐBÈqËi �rÎI ie
Ï¸Î¿BÄÍe ¾eB¨M ÉñIAi ÉI eBÄNmA BI ÏÇjG ÐBÈIBNq iAei___I É· OmA Êfq

Ï_ÃB¿k ÂB__G jÇ ie ÊkBm Ï¸Î¿BÄÍe ¾eB¨M µÍj� ÅÍA kA BM eejG ÉJmB�
:eiAe ÐfÄC KÍB¨¿ tËi ÅÍA .eÌq iAj³jI

oÍj__MB¿ pÌ¸¨¿ ÉI ÏÇjG ÐBÈIBNq iAejI ef� ÉJmB�ÐAjI -1
ÐAjI É¤¯BY Ë ÏMBJmB� ÆB¿k ²ju Âl¼Nn¿ É· OmA kBÎÃ ÂjU
eiAÌ__¿ Ïz¨I ie .fqBI Ï¿ Êfq ÉJmB� oÍjMB¿ ÐkBm Ê�ag
j£BÄN¿ ÂjU ,l·jÀN¿ PiÌu ÉI ÊkBm ÂjU ÐkBm ¾f¿ fÄÃB¿ lÎÃ
ÐkB_mpÌ_¸¨¿ ,Ëi ÅÍA kA .eiAfÃ eÌUË ÊkBm ÐeAkE PBUie BI
ÐeAkE PB___Uie É_· ÐeiAÌ_¿ ie ,ÊkB_m l·j_ÀN¿ Âj_U oÍj_MB¿

.fqBI Ï� jÍhÒ ÆB¸¿A ,fÄqBI ¾B¨¯ ÏÃAiËe
ÐBÇiAejI �I ÏÃËie ÉñIAi ÏÇjG ÐBÈIBNq iAejI ef� ÉJmB� -2
ÐBÇiAejI ,Ëi ÅÍA kA .fÄ·Ï¿|´Ã Ai ÆB¸¿�Î¬M ËO§jm,LBNq
.eAe fÄÇAÌ�½Î¸rM Ai iBGkBm É§ÌÀ�¹Í Êf¿EOmeÉIÏÃB¿k
É_· O_mA Êf_q ~j_¯ ÏÇj_G ÐBÈIBNq iAejI ÉJmB� fÍf� BI -3
ÉJ_mB� �_mie É_I ÏÇj_G ÐBÈÃB¸¿�__Î¬M Ë O§jm ÐBÇiAejI

.[1] eejG `ÝuA fÍBI LBNq iAejI BÈÄM Ë fÃA Êfq
iAej_I ef_� ÉJ_mB� ÐBU ÉI É· OmA Êfq eBÈÄrÎÒ ,É»B´¿ ÅÍA ie
¾eB__¨M ÐiAj___³jI Âf_§ ½_uBY É_· fÃBÀ_nÒ iB_I iAej_I ,ÏÇj_G ÐBÈIBN_q
j__QÕÌ__¿ ÐBÇË�__Ã iAej___I kA ,f_qBIÏ_¿ Ï_ÃB¿k ÂB_G j_Ç ie Ï¸Î¿BÄ_Íe
,LBN_q) ÏÇj_G c_mBÒ ÐBÇiAej_I ,µÍj_� Å_ÍA kA .eejG jn· Ï¸Î¿BÄÍe
Ï¸Î¿BÄ_Íe ¾eB_¨M ÐiAj³jI ÐAjI Ðf¨I ÐBÈ¿BG ie (ÆB¸¿�Î¬M Ë O§jm
�I ÐiA_GkA___m ,ÆE i___I ÊËÝ§ .fq fÄÇAÌa ÁÎ¤ÄM ÆB¿k_____ÀÇ iÌ� ÉI
ÐkBm pÌ¸¨¿ ÉI ,tËi ÅÍA ie .eÌI fÇAÌa iAj³jI lÎÃ ÏÇjG cmBÒ ÐBÇiAejI
ÐAj___I �B___yA É___¤¯BY Ëi Å___ÍA kA Ë O___nÎÃ kBÎ____Ã Âj__U oÍj__MB¿
tËi Å_ÍA .f_qBI Ï__� kBÎÃ eiÌ¿ Êfq ÉJmB� ÐBÈnÍjMB¿ ÐkBm Ê�ag

É»B´¿



3 É»l»k ÏmfÄÈ¿ Ë ÏmBÄq É»l»k ÕÉ¿BÄrÇË#Ò

ÂkÜ .f_qBI Ï_¿ iBGkB__m ÂjU lÎÃ Ë l·jÀN¿ ÂjU ÐB�f¿ ie ejIiB· ½IB³
½_Î»e É_I ,B_Ç ÊkB_m Ïña�_« Ï¸Î¿BÄ_Íe ½_Î¼� ie É_· O_mA ÉUÌM ÉI
ÂkÜ ,ÁN__nÎm Ï¨³AË �bm BI �ÃB¸m BÍ Ë ÏmB� �bm �I ²ÝNaA
iAej__I kA ÏÃB¿k ÂBG jÇ ie ,ÁNnÎm ie ÊfÃB¿ BU ÉI fÃBÀnÒ iAejI BM OmA
tkAej_Ò É_ÃÌG D_ÎÇ eiAÌ_¿ É_ÃÌG Å_ÍA ie .eej__G ²hY jQÕÌ¿ Ï¸Î¿BÄÍe
Ï¸Î¿BÄ_Íe ¾eB_¨M ÐkB_miAj³jI fÄÍAj¯ Ë fqBIÏ� kBÎÃ eiÌ¿ lÎÃ �ByA

.[1] O¯jG fÇAÌa ÂB�A iB·eÌa PiÌu ÉI
ÐBÇ ÁNnÎmÏ¸Î¿BÄÍe cmBÒ ÐiAfÍBÒ Ë ÏÍAjÚÀÇ É· eAe ÆBrÃ ÆAÌMÏ¿
ÐB___Ç ÁN_nÎm ÐiAf_ÍBÒ Ë ÏÍAj_ÚÀÇ �_¿ùBM É_I ¢Ì_Ä¿ ,eAkE É_Uief_ÄC
.[2] f__qBIÏ¿ eAkE ÉUiefÄC ÊkBmÐf¿ÐkBmAfU kA ½uBY êeAkEÉUie ¹Í
ie Êf____q eBÈÄ__rÎÒ tËi ÐiAf__ÍBÒ Ë ÏÍAj__ÚÀÇ ,É__¿AeA ie Ëi Å__ÍA kA
ÐB_Ç ÁN_nÎm Ï¸Î¿BÄ_Íe ¾eB_¨M ½ÎnÃAj°Íe É»eB¨¿ Ðef§ Ð�G ¾AjÚNÃA

.OmA ÉN¯jG iAj³ ÏmijI Ë SZI eiÌ¿ eAkE ÉUie ¹Í

ÁÎ´Nn¿ Ð�GÁÎ´Nn¿ Ð�G ¾AjÚNÃA ÐBÈqËi ÐiAfÍBÒ Ë ÏÍAjÚÀÇ -¾AjÚNÃA ÐBÈqËi ÐiAfÍBÒ Ë ÏÍAjÚÀÇ -33

Ï_¨ÎJ� oÃB·j_¯ B_I eAkE É_Uie ¹_Í ÁN_nÎm ¹__Í Ï¸Î¿BÄÍe ¾eB¨M
:eÌqÏ¿ ÉNqÌÃ (1) ÉñIAiPiÌuÉI (r) ÊeiAË iBI Ë ( )ξ ÏÍA�¿OJnÃ, ( )ω

&& &x x x r+ + =2 2ξω ω (1)
, ξ K__nYjI (1) É__ñIAi Ð�___G ¾Aj_ÚNÃA ÐB_ÇBña �_À� ,²f_Ç
ÊkB____m Ï__¨ÎJ� tB__¨MiA eÌÍj__Ò T ÆE ie É__· eÌ__I f__ÇAÌa r Ë ∆t

T

.eÌ_� ÊeB°N_mA ÆAÌ_M Ï_¿ Ï_ÃÌGBÃÌG ÐBÈ_qËi kA iÌ__¤Ä¿ ÅÍfI .fqBI Ï¿
ie É_· É__N¯jG iAj³ ÊeB°NmA eiÌ¿ jQÕÌ¿ Ë ÊeBm tËi ¹Í ,sÇË#Ò ÅÍA ie
É_· O_mA iB_I ©_IBM Ë Ð�_G ¾Aj_ÚNÃA K__Íj´M ÆeiËE Ome ÉI ,¾ËA ÂBG ÆE
K___nY j_I \Íj_u PiÌ_u É_I t t+ ∆ ÆB_¿k ie Ai ÂÌ_¼¨¿BÃ ÐBÇ�_¬N¿

.[2] fÄÄ· ÆBÎI eÌa �rÎÒ jÍeB´¿
iBI ©IAÌM Ë ÁÎ´Nn¿ Ð�G ¾AjÚNÃA KÍj´M -iBI ©IAÌM Ë ÁÎ´Nn¿ Ð�G ¾AjÚNÃA KÍj´M -11--33

ÐB_ÈIAÌU É_· eÌ__qÏ¿ ~j¯ ,ÁÎ´Nn¿ Ð�G ¾AjÚNÃA ÐBÈqËi fÄÃBÀÇ
Ë Êf_¿E O_me ÉI0,∆t Ë 2∆ ∆t t t t,..., ,− ÏÃB¿k ÐBÈ¿BG ie kBÎÃ eiÌ¿
(2) Ï_rajC É_ñIAi ²f_Ç ÊB__ÚÃE .fqBI kBÎÃ eiÌ¿ t t+ ∆ ÂBG ÐBÈIAÌU

:OmA j¤ÃeiÌ¿ Ð�G ¾AjÚNÃA tËi ÐAjI

{ } [ ]{ } { }$ $X A X L r
t t t t+ += +

∆ υ (2)

Ë fÄN_nÇ LAÌ_U Êf_ÄÄ· Ê�_ag ÐBÇiAej__I , $Xt Ë $Xt t+∆ ,(2) ÕÉñIAi ie
É___· eAe ÆB_rÃ ÆAÌ_M Ï_¿ .f_qBI Ï_¿ t +υ É_¤� ie ÐiAh_GiBI rt +υ

B_Í , ∆t ,0 j_ÍeB´¿ O_mA Å__¸� Ð�G ¾AjÚNÃA ÆÌGBÃÌG ÐBÈqËi ÐAjIυ
K_Íj´M B_I K_ÎMjM É_I {L} iAej_I Ë [A] oÍj__MB¿ .e�ÚI eÌa ÉI Aiθ∆t

tËi É_I (2) É_ñIAi j_ÍeB´¿ kA¹_Í j_Ç .fÃjIAjI iBI ©IBM Ë Ð�G ¾AjÚNÃA
O_³e Ë ÐiAf_ÍBÒ É¨»Bñ¿ ÐAjI .eiAe ÏÚNnI j¤ÃeiÌ¿ Ð�G ¾AjÚNÃAxBa
.O¯j__G f_ÇAÌa iAj_³ ÊeB°N_mA eiÌ_¿ (2) É_ñIAi Ð�_G ¾Aj_ÚNÃA ÐBÈ_qËi
Ð�_G ¾Aj_ÚNÃA ¾ËAf_N¿ tËi Ëe ÐAj__I {L} Ë [A] ÐBÇjÚ¼À§ ,É¿AeA ie
.(É»B´¿ ÐBÈNÃA ie Êfq ÉÖAiA ©UAj¿ ie �rÎIPB§Ý�A)OmA Êfq ÉÖAiA

θ ÆÌn¼ÍË tËi -ÆÌn¼ÍË tËi -11--11--33

ie LBN_q eÌ_qÏ_¿ ~j_¯ É_· O_mA ÆE ÆÌ__n¼ÍË tËi ie ÉÎ»ËA ÊfÍA
iAf_´¿ .[3] f_Ä· �_Î¬M Ï_ña PiÌ_u É_I , t t+θ∆ BM t ÏÃB¿k É¼uB¯
-ÉJ_mB� PBÎ_¼À§ É_ÄÎÈI O__³e Ë ÐiAfÍBÒ ¡ÍAjq KnYjI Ë OmAθ ≥ 1

É_· ÐÌ_� É_I fqBI t ÐBÄJ¿ kA ÆB¿k sÍAl¯A ÅéÎJ¿ τ ÊBGjÇ .fq fÇAÌa
:OqAe ÁÎÇAÌa t +θ t∆ �A t ÏÃB¿k ÊkBI ÐAjI ,fqBI 0 ≤ ≤τ θ t∆

( )&& && && &&x x x x
tt t t t t+ += + −τ

τ
∆ ∆

(3)

( )& & && && &&x x x x x
tt t t t t t+ += + + −τ τ τ

∆ ∆

2

2
(4)

( )x x x x x x
tt t t t t t t+ += + + + −τ τ τ τ

& && && &&

1

2 6
2

3

∆ ∆
                     (5)

:ÁÍiAe t t+ ∆ ÆB¿k ie
( )& && &&x x x x

t
t t t t t t+ += + +∆ ∆

∆
2

       (6)

( )x x x t x x
t

t t t t t t t+ += + + +∆ ∆∆ ∆
& && &&2

6

2
(7)

t +θ t∆ ÆB_¿k ie (1) ¾eB_¨M É_»eB¨¿ ,ÆÌn¼ÍË tËi ie ,ÆE jI ÊËÝ§
:eÌqÏ¿ ÉN¯jG j¤Ã ie

&& &x x x rt t t t t t t t+ + + ++ + =θ∆ θ∆ θ∆ θ∆ξω ω2 2 (8)
�ÍlÚÍBU Ë τ θ∆= t ÆB¿k ie (5) Ë (4) ,(3) ÐBÇ ÉñIAi kA ÊeB°NmA BI
-fÇAÌa Ome ÉI &&xt t+∆ ÂÌ¼¨¿BÃ iAf´¿ BÈÄM BI ÐA ÉñIAi ,(8) ÉñIAi ie
ie c__mBÒ Ë eÌq ½Y &&xt t+∆ iAf´¿ ÐAjI Êf¿E Ome ÉI ÉñIAi ÊBGjÇ .f¿E
É_ñIAi ½¸_q É__I ÆAÌM Ï¿ Ai (9) ÉñIAi ,eejG ÅÍlÚÍBU (7) Ë (6) ¡IAËi

:eÌ� ÉÖAiA (2)

[ ] { }
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θ∆ (9)

:ÆE ie É·
(10)

[ ]
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
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
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θ
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θ
βθ κθ βθ κ β

θ
βθ κθ βθ κ β

∆ ∆

∆
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β θ

ω

ξθ
ω∆

θ κ ξβ
ω∆

= + +




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

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                (11)

: Ë
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2

6

∆

∆
(12)

ÐBÈ_qËi Ê#_ÍÌI ,ÁÎ´N_n¿ Ð�_G ¾Aj_ÚNÃA ÐBÈqËi ÕÊfÄÄ· �j¨¿ KN· ie
É_¤� ie Êf_q ÉJ_mB�LBN__q BM OmA Êfq ÉÎuÌM ,ºiB¿ÌÎÃ Ë ÆÌn¼ÍË
;f_ÍE O_me É_I É_¤�Å__ÍA ie Ï¸Î¿BÄÍe ¾eB¨M ÉñIAi ÐiAj³jI BI t t+ ∆

PBÎyj__¯ kA Ï_qBÃ ÐB_ña Æf_q ÉN_qBJÃA kA iB_· Å_ÍA É_· ÊB_GfÍe Å_ÍA B_I
B_I .eÌ_� f_ÇAÌa �_¿ùBM Ai Ï¸Î¿BÄ__Íe ¾eB¨M Ë Ð�GÌ¼U Ð�G ¾AjÚNÃA
PiÌ_u É_I ÆÌ__n¼ÍË tËi ie ÏrajC ÉñIAi ,ÉÎYÝuA ÅÍA �¯jG j¤Ã ie

:fÍE Ï¿ Ome ÉI (13) ÉñIAi
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(13)

(14) É_ñIAi PiÌ_u É_I Ð�__G ¾AjÚNÃA KÍj´M oÍjMB¿ ,(13) ÉñIAi ie
:OmA Êfq ±Íj¨M

[ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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w
t

w
t

w

t w w
t

w

t w t w w
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
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2
31 32 33

1 1

1
∆ ∆

∆
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(14)

Ë (16) ,(15) ÐB__Ç É___ñIAi PiÌ_u É_I lÎ_Ã w33 �A w11 K_ÍAjy
:fÃÌq Ï¿ ±Íj¨M (17)

( ) ( )w t w t wij j j= − −2 2
2 2

3ξω∆ ω ∆       j = 1,2,3 (15)

w21 1
1

2 6 2
1

2 2
= − − = − − = −

θ
βθ κθ βθ κ β

 -  w      w
2

22 23 (16)

w w31 33
1

2

1

6 18 6
1

6 3
1

6
= − − − = − − = −

θ
βθ κθ βθ κ β

   w32 (17)
É_ñIAi ie É_· fÄN_nÇ Ï_ÍBÈÃBÀÇκ Ë β K_ÍAjy ,iÌ__·h¿ ÐBÇ ÉñIAi ie
Ë (18) ÐB_Ç É_ñIAi PiÌ_u É_I iBI ©IBM oÍjMB¿ .fÃA Êfq ±Íj¨M (11)

:fÍE Ï¿ Ome ÉI (19)
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
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β

ω
θ β

ω
θ

β

ω θ

β

ω
θ

1 1

2
1

2

6 1 6

2 2

2 2

∆ ∆
(18)

γ κ β= − −
6

(19)

tËi É_I ÏGeB_m É_I ÆAÌ_MÏ_¿ Ai É_»B´¿ Å_ÍA ie Êf__q eBÈÄrÎÒ ÉÎYÝuA
(8) É__ñIAi ÂËe ²j__� `Ý__uA B__I j__¿A Å___ÍA .eÌ_� ¾B_À§A ÆÌ_n¼ÍË
PiÌ_u É_I (8) É_ñIAi ÂËe ²j_� iÌ_¤Ä¿ Å_ÍA ÐAj__I .OmA jÍhÒ ÆB¸¿A

:eejGÏ¿ ÏnÍÌÃkBI (20) ÉñIAi
( )r r rt t t t+ = + −θ∆ θ rt+ t∆ (20)

kA �_rÎÒ ÐiAh__GiBI ÂBG kA ÊfÃB¿ BU ÉI fÃBÀnÒ iBI ,ÐeBÈÄrÎÒ tËi ie
É_ñIAi kA ÂA t É__¤� ie fÃBÀnÒ iBI .eejGÏ¿ jn· jQÕÌ¿ ÐiAhGiBI iAejI

:fÍE Ï¿ Ome ÉI (21)
∆r x x x rt t t t t= + + −&& &2 2ξω ω (21)
Ë (22) ÐB_Ç É_ñIAi PiÌ_u É_I j_QÕÌ_¿ ÐiAh_GiBI iAej__I PiÌu ÅÍA ie

:fq fÇAÌa ÉJmB� (23)
( )r r r r rt t t t t t t+ += + − −θ∆ θ ∆ ∆ (22)

:BÍ

( )r r r x xt t t t t t t+ += + − + +θ∆ θ θ ξω ω∆  xt&& &2 2 (23)

ÐB__Ç ÉñIAi ,ef� Ð�GiÌN·B¯ Ë (9) ÉñIAi ie ÜBI ÉñIAi �ÍlÚÍBU BI
:fÄÍE Ï¿ Ome ÉI (25) Ë (24) ÐBÇ ÉñIAi PiÌu ÉI Êfq `ÝuA

[ ] [ ]
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L
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t t
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

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
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

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
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

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


+








∆

∆

∆
∆

(24)

(25)

[ ]

( ) ( )

A =

− − − − − − − −

− − − −










 − − − − −





− − − −










 − − −





− −



























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1
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1 1
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1

1
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2 6 2 2
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2
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2 2
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2

1

6 18 6 6
1

6 3 3
1

6 6

2

2 2 2

2

2 2

2
2

2 2

βθ
θ

κθ
θβ

ω
βθ κθ β βθ

θ
βθ κθ θβ

ω

βθ
κ κθ

β βθ

θ
βθ κ θβ

ω

βθ κ κθ β βθ

∆ ∆ ∆

∆
∆ ∆

∆
∆

∆

 t  t  t

 t
 t  t

 t
 t

 t

(11) É__ñIAi ie Êf__q±Íj__¨M ÐBÇ�___¿AiBÒ ÆB_ÀÇ β Ëκ ÐBÇ�_¿AiBÒ
:fÍE Ï¿ Ome ÉI (26) ÉñIAi PiÌu ÉI lÎÃ ÐiAhGiBI ©IBM .fÄqBI Ï¿

[ ]L

t t

t t
=










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







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β
ω

βθ
ω

β
ω

βθ
ω

β
ω

βθ
ω

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

6 6

∆ ∆

∆ ∆
(26)

ºiB¿ÌÎÃ tËi -ºiB¿ÌÎÃ tËi -22--11--33

t t+ ∆ ÆB__¿k ie (1) ¾eB¨M ÉñIAi ,ºiB¿ÌÎÃ Ð�G ¾AjÚNÃA tËi ie
:OqAe ÁÎÇAÌa Ëi ÅÍA kA .eÌqÏ¿ ÉN¯jG j¤Ã ie
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&& &x x x rt t t t t t t t+ + + ++ + =∆ ∆ ∆ ∆2 2ξω ω (27)
ÆB¸¿�_Î¬M Ë O§jm ÆeiËE Ome ÉI ÐAjI lÎÃ (29) Ë (28) ÐBÇ ÉñIAi

:fÃËiÏ¿ iB· ÉI t t+ ∆ ÆB¿k ie

( )[ ]& & && &&x x xt t t t t+ += + − +∆ ∆ ∆1 δ δ x  tt (28)

 ( )[ ]x x x t x x tt t t t t t t+ += + + − +∆ ∆∆ ∆& && &&
1

2
2α α          (29)

fÃÌ__q Ï¿ LBbNÃA ÐA ÉÃÌG ÉIα Ë δ ÐBÇ�¿AiBÒ ,iÌ·h¿ ÐBÇ ÉñIAi ie
tËi ºiB_¿ÌÎÃ .f_ÄÍB� �_¿ùBM Ai O_³e Ë ÐiAf_ÍBÒ ¡ÍAj_q ÅÍ�__ÈI É·
ÆAÌÄ§ ÉI Ai OmAα = 1 4/ Ëδ = 1 2/ ÆE ie É· Ai ¡mÌN¿ OIBQ LBNq

.[4] eÌ� �j¨¿ ¢jq Ë fÎ³ ÆËfI iAfÍBÒ tËi
É_»eB¨¿ ÆAÌ_M Ï__¿ ,(27) ÉñIAi ie xt t+∆ Ë &xt t+∆ �ÍlÚÍBU BI
eÌ� -ÅÍlÚÍBU (29) Ë (28) ¡IAËi ieo[m Ë ½Y &&xt t+∆ KnY jI Ai
É_I j_ÍeB´¿ kA ÊeB°N_mA B__I .fÄÍE Ome ÉI xt t+∆ Ë &xt t+∆ jÍeB´¿ BM

:OqÌÃ ÆAÌM Ï¿ Ai (30) ÉñIAi ,Êf¿E Ome

[ ] [ ]
&&

&

&&

&

x

x

x

A

X

X

X

L r
t t

t t

t t

t

t

t

t t

+

+

+

+















=
















+
∆

∆

∆

∆ (30)

:ÆE ie É·

(31)

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ( ) ] ( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )

A =

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

























1 2 21
1

2
1

1 1 2 21 1 2
1

1 2 1 2 21 1 2 1

2

2

α β δ κ β κ β

δ α δβ δ δκ βδ δκ βδ

α α αβ δ ακ αβ ακ αβ

∆ ∆
∆

∆
∆ ∆

 t  t

 t
 t

 t  t

/

/ /

β
ω

ξδ
ω∆

α κ ξβ
ω∆

= + +








−
1 2

2 2

1

∆t t
     =

t
(32)

:Ë

{ }L

t

t
=





























β
ω

βδ
ω

αβ
ω

2 2

2

2

∆

∆
(33)

ÐBÇj__Ú¼À§ Ë (33) Ë (31) ¡IAËi ie ºiB¿ÌÎÃ ©IAÌM �I ¹ÍelÃ ÉñIAi
,δ = 1 2/ LB_bNÃA .O__mA ÉUÌM K»BU (12) Ë (10) ¡IAËi ie ÆÌn¼ÍË
©__IAÌM Ë Ð�G ¾AjÚNÃA ÐBÈJÍj´M BM eÌq Ï¿ S§BI θ = 10. Ëα = 1 6/

LB__bNÃA É___· Ï_ÍB�E kA .f_ÍE O_me É_I tËi Ëe j_Ç kA ÏÈIB_r¿ iB_I
,f_Ä· Ï_¿ `j_ñ¿ Ai Ï__ña PA�Î¬M BI LBNq ~j¯ iÌ·h¿ ÐBÇ�¿AiBÒ

.eÌI �ÎI sÎÒ ½IB³ iÌ·h¿ ÉVÎNÃ
tËi ie Êf__q É___ÎuÌM ¡_IAËi ,LBN_q É_ÎYÝuA �¯j_G j_¤Ã ie B_I

:fÄÍE Ï¿ Ome ÉI (34) ÉñIAi PiÌu ÉI ºiB¿ÌÎÃ eiAfÃBNmA
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


+
∆

∆

∆

∆ (34)

(35) É_ñIAi PiÌ_u É_I Ð�__G ¾AjÚNÃA KÍj´M oÍjMB¿ ,(34) ÉñIAi ie
:eÌqÏ¿ ±Íj¨M

[ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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n
t

n
t
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t

n

t n t n n

=


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
















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21 22 23

2
31 32 33

1 1

1
∆ ∆

∆
∆

∆ ∆

(35)

(38) Ë (37) ,(36) ÐBÇ ÉñIAi PiÌu ÉI lÎÃ n33 �A n11 KÍAjy
:fÃÌqÏ¿ ±Íj¨M

( ) ( )n t n t nj j j1 2
2 2

32= − −ξω∆ ω ∆      j = 1,2,3 (36)

( ) ( )n

n
21

23

1 0 5 2 1 1 2= − − − − − = − −
= −

δ α δβ δ δκ βδ δκ
βδ

.     n22 (37)

(38)
( ) ( )n

n
31

33

0 5 0 5 2 1 1 2

1

= − − − − − = − −
= −

. .α α αβ δ ακ αβ ακ
αβ

   n32

ie Êf_q ±Íj_¨M K_ÍAjy ÆB_ÀÇκ Ë β K_ÍAjy ,iÌ_·h¿ ÐBÇ ÉñIAi ie
ÉI (39) ÉñIAi PiÌu ÉI lÎÃ iBI ©IBM iAejI .fÄqBIÏ¿ (32) ÉñIAi

:fÍE Ï¿ Ome
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
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
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



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
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ω
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∆
(39)

-`Ý___uA ÐB__Ç É__ñIAi ÆeiËE O__me É__I ÐAj__I É__N¯i iB__· É__I tËi
²j__� .O___mA Êf_q `Ý_uA ÆÌ_n¼ÍË tËi B_I ÉIB_r¿ ,ºiB_¿ÌÎÃ Êf_q
Ï___nÍÌÃkBI (41) Ë (40) ÐB__Ç É__ñIAi PiÌ__u É__I (27) É__ñIAi ÂËe

:eÌqÏ¿

&& &x x x Rt t t t t t t t+ + + ++ + =∆ ∆ ∆ ∆2 2ξω ω        (40)

R r rt t t t t+ += −∆ ∆ ∆ (41)

B__I .eÌ__qÏ__¿ �__Î¨M (21) É__ñIAi ¡___mÌM ∆rt ,iÌ_Il¿ ¡_IAËi ie



79 ÆBNn¿k ,ÂiBÈC ÕÊiB� ,ÂÌm ¾Bm 6

ÐBÇ ÉñIAi ,ef� Ð�GiÌN·B¯ Ë (30) ÉñIAi ie (41) ÉñIAi �ÍlÚÍBU
(43) Ë (42) ÐB___Ç É___ñIAi PiÌ___u É____I ºiB__¿ÌÎÃ Êf__q `Ý__uA

:fÄÍE Ï¿ Ome ÉI

( )R r r x x xt t t t t t t t+ += + − + +∆ ∆ && &2 2ξω ω (42)
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:ÆE ie É·
(44)
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¡__IAËi ie Êf_q É_ÖAiA j_ÍeB´¿ ÆB_ÀÇ ,κ Ë β j_ÍeB´¿ ,(44) É_ñIAi ie
:fÍE Ï¿OmeÉI (45) ÉñIAiPiÌu ÉI iBI ©IBM oÍjMB¿ .fÄqBIÏ¿ (32)

  [ ]L

t t

t t
=










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






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
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(45)

ÐiAfÍBÒ ½Î¼� -ÐiAfÍBÒ ½Î¼� -22--33

ÕÉ__ñIAiPiÌ___uÉ_I , [A] ,¾Aj_ÚNÃAK_Íj´MoÍj_MB¿Ï_°Î�ªB¨_q ÊBGj_Ç
¾Aj_ÚNÃA K_Íj´MoÍj__MB¿ Ê#ÍË iAf´¿�¿óA i , λ i ÆEie É· eejG±Íj¨M (46)

:fqBI
 [ ]ρ λA i= max ;     i = 1,2,... (46)
Ï__MiÌu ie B_ÈÄM Ð�_G ¾Aj_ÚNÃA tËi ÐiAf_ÍBÒ É_· eAe ÆB_rÃ ÆAÌ_MÏ_¿
ÐiAf_ÍBÒ iBÎ_¨¿ ÆB_ÀÇ Å_ÍA .[2] f_qBI [ ]ρ A ≤ 1 É_· fq fÇAÌa �¿ùBM
if_³ j_Ç ,ÊËÝ_¨I .O_mA ÉN¯jG iAj³ ÊeB°NmA eiÌ¿ É»B´¿ ÅÍA ie É· OmA
.fq fÇAÌa ÂB�A �¨Íjm ÏÍAjÚÀÇ ,fqBI �¸CÌ· Ï°Î� ªB¨q iAf´¿
tËi ÐiAf__ÍBÒ É__VÎNÃ ie Ë Ï__°Î� ªB¨___q É_· eÌ_qÏ_¿ ÊfÇB_r¿
ÐBÇ�¿AiBÒ Ë ( )ξ ÏÍA�¿ OJnÃ , ∆t

T OJnÃ KnYjI BÈÄM Ð�G¾AjÚNÃA
j_ÍeB´¿ ÐAj_I ÆAÌ_M Ï_¿ Ëi Å_ÍA kA .O__mA Ð�G ¾AjÚNÃA ie Êfq ÊeB°NmA
Ëα ,θ ÐBÇ�__¿AiBÒ ,ºiB___¿ÌÎÃ Ë ÆÌ_n¼ÍË ÐBÈ_qËi ie ∆t

T ÂÌ_¼¨¿
�_¿ùBM O__³e Ë ÏÍAjÚÀÇ ¡ÍAjq ÅÍ�ÈI É· eÌ� ÁÎ¤ÄM ÐA ÉÃÌG ÉI Ai δ

.fÃejG

ÆÌn¼ÍË eiAfÃBNmA tËi ÐiAfÍBÒ -ÆÌn¼ÍË eiAfÃBNmA tËi ÐiAfÍBÒ -11--22--33

K__Íj´M oÍj_MB¿ kA ÊeB°N_mA B_I ÆAÌ_M Ï_¿ Ai ÆÌ_n¼ÍË tËi ÐiAf_ÍBÒ
iAf_´¿ ,ÏGeB_m ÐAj_I Ï__mijI ÅÍA ie .eÌ� ÏmijI (10) ÉñIAi ¾AjÚNÃA
ÐBÈNJ_nÃ ÐAj_I ÉNJ»A .OmA Êfq LBbNÃA j°u BI jIAjI ( )ξ ÏÍA�¿ OJnÃ

.OmA OIBQ çBJÍj´M ÐiAfÍBÒ iBÎ¨¿ ,ÏÍA�¿ ¹CÌ·
(10 É_ñIAi) ¾Aj_ÚNÃA K_Íj´M oÍj_MB¿ Ï_°Î� ªB¨__q PA�Î¬M ÊBGjÇ
ÐAkA É_I É__· eÌq Ï¿ ÊfÇBr¿ ,(1 ½¸q) eÌq ÁÎmjMθ �¬N¿ KnYjI
ÆËf_I ÐiAf_ÍBÒ ¡ÍAj_q É_VÎNÃ ie Ë ÊeÌ__I ( )ρ A ≤ 1 ÊiAÌÀÇ ,θ ≥ 1367.

É_ñIAi oÍj_MB¿ Ï_°Î� ªB¨_q PA�_Î¬M .f__q fÇAÌa �¿ùBM ¢jq Ë fÎ³
(2) ½¸q ie 0 01 100. ≤ ≤∆t

T ÐAi______I Ëθ = 1367. ÐAkA ÉI (10)

ÆÌÆÌ__n¼ÍË tËi ie Kn¼ÍË tËi ie K__Íj´M oÍjÍj´M oÍj__MB¿ ÏMB¿ Ï__°Î� ªB¨°Î� ªB¨__q PA�q PA�__Î¬M iAeÌÎ¬M iAeÌ____� :(� :(11) ½¸q) ½¸q

∆t
T → ∞ ÐAjIÐAjI θ KnYi_IKnYi_I

ÐAjÐAj__I ÆÌn¼ÍË tËi ie KÍj´M oÍjMB¿ Ï°Î� ªB¨q PA�Î¬M iAeÌ� :(I ÆÌn¼ÍË tËi ie KÍj´M oÍjMB¿ Ï°Î� ªB¨q PA�Î¬M iAeÌ� :(22) ½¸q) ½¸q

j°u ÏÍA�¿ OJnÃj°u ÏÍA�¿ OJnÃ

-�_¿ùBM Ï_ÀÖAeÐiAf_ÍBÒ¢j_q É__·eÌqÏ¿ ÊfÇBr¿.OmA Êfq ÊeAe ÆBrÃ
.OmA Êfq

Ï¸Î¿BÄÍe ¾eB¨M kAÏ¸Î¿BÄÍe ¾eB¨M kA t t+ ∆ ÕÉ¤� LBNq ÉJmB� jQA -ÕÉ¤� LBNq ÉJmB� jQA -22--22--33

ÐBÈ__qËi Ê#ÍÌI ÁÎ´Nn¿ Ð�G ¾AjÚNÃA ÐBÈqËi ÕÊfÄÄ· �j¨¿ KN· ie
É_¤� ie Êf__q ÉJmB� LBNq BM OmA Êfq ÉÎuÌM ,ºiB¿ÌÎÃ Ë ÆÌn¼ÍË
.f_ÍE O__me ÉI É¤� ÅÍA ie Ï¸Î¿BÄÍe ¾eB¨M ÉñIAi ÐiAj³jI BI , t t+ ∆
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É_ñIAi ½¸_q É__I ÆÌn¼ÍË tËi ie ¾AjÚNÃA KÍj´M oÍjMB¿ PiÌu ÅÍA ie
ÆE Å_éÎJ¿ s_ÇË#Ò Å_ÍA ie Êfq ÂB�A ÐBÈÎmijI .fq fÇAÌa ÉÖAiA (14)
ÊkB_m Ï¸Î¿BÄ_Íe ÐBÈIBN_· �__rÎI ie É· (14) ÉñIAi kA ÊeB°NmA É· OmA
Ai tËi ÐiAfÍBÒ ,OmA Êfq ÉÎuÌM ÆÌn¼ÍË eiAfÃBNmA tËi ÆAÌÄ§ ÉI BÇ

:É· ÐÌ� ÉI ÉNaBm ÆÌGjGe PfrI
iAf_ÍBÒ tËi ¹_Í É_I ,¢j_q Ë f_Î³ ÆËf__I iAfÍBÒ kA ÆÌn¼ÍË tËi -

;OmA Êfq ½ÍfJM ¢Ëjr¿
s__´Ã ( )∆t

T kB_� É_Ä¿Ae �_Î¨M ie ( )ξ ÏÍA�_¿ OJ_nÃ iAf_´¿ -

iAf__´¿ ÅÍ�__rÎI O__»BY Å___ÍA ie .O_qAe f_ÇAÌa Êf_ÄÄ· �_Î¨M
kA �_GilI j__ÍeB´¿ÐAkA ÉI Ë fq fÇAÌa ~ / .1 17  ÉI eËf� ∆t

T

.eÌqÏ¿ AjGAË O§jm ÉI tËi ,fY ÅÍA
O_»BY Å_ÍA ie ¾Aj__ÚNÃA KÍj´M oÍjMB¿ Ï°Î� ªB¨q PA�Î¬M iAeÌ�
½¸_q ie ξ = 0 05. Ë ∆t

T = 0 4. ÐAkA É__Iθ �¬N¿ KnYjI (14 ÉñIAi)
kB_� iAf_´¿ É_· f_ÇeÏ_¿ ÆB_rÃ (3) ½¸q .OmA Êfq ÊeAe ÆBrÃ (3)
.f_ÍE Ï_¿ O_me É_I 0 673 1251. .≤ ≤θ �_I ( )ρ A ≤ 1 �__¿ùBM ÐAjIθ
É_· ÐA É__N¸Ã .OmA �¬N¿ , ∆t

T Ë ξ iAf´¿ ÉI ÉNnI ÊeËf� ÅÍA ÉNJ»A
θ kB_� iAf_´¿ É_· O_mA ÆE eÌ__qÏ¿ ÊfÇBr¿ iAeÌ� ÅÍA ÏmijI ie
B_Iθ É_ÄÎÈI iAf_´¿ .eÌ_q LB_bNÃA lÎ_Ã ¹_Í kA �__¸CÌ· �Y fÃAÌM Ï¿

.fÍejG fÇAÌa LBbNÃA ÁNÍiÌÚ»A O³e ÆAlÎ¿ ÏmijI

É¤� LBNq ÉJmB� BI ÆÌn¼ÍË tËi Ï°Î� ªB¨q PA�Î¬M iAeÌ� :(É¤� LBNq ÉJmB� BI ÆÌn¼ÍË tËi Ï°Î� ªB¨q PA�Î¬M iAeÌ� :(33) ½¸q) ½¸q

∆t
T = 0 4. ËË ξ = 0 05. ÐAjI Ï¸Î¿BÄÍe ¾eB¨M kAÐAjI Ï¸Î¿BÄÍe ¾eB¨M kA t t+ ∆

Ë ÏÍA�_¿ ±_¼N� ÐBÈNJ_nÃ ÐAkA É__Iθ kB� ÉÄ¿Ae (4) ½¸q ie
s_ÍAl¯A B__I É· eÌq Ï¿ É¤YÝ¿ .OmA Êfq ÁÎmjM ∆t

T ±¼N� jÍeB´¿
, ∆t

T OJ__nÃ sÍAl¯A BI Ë ÉN¯BÍ sÍAl¯Aθ kB� ÉÄ¿Ae ,ÏÍA�¿ OJnÃ
ÊeËf_� ,O_IBQ ÏÍA�_¿ ¹_Í ÐAkA É__I .fIBÍ Ï¿ sÇB·θ kB� ÉÄ¿Ae
θ = 1 eËf_Y ¾Ì_Y ÆE ÉÄÎ__rÎI iAf´¿ É· OmA ÐA É»ÌÚÃk ½¸q ÉI kB�
Å_ÍA ie ∆t

T ÉÄÎ_rÎI iAf_´¿ ,fÍej_G ÆAÌ_Ä§ É_· ÉÃÌG ÆBÀÇ Ë fqBIÏ¿

kA ÊeB°N__mA ,ªÌ__À� ie .f__q f_ÇAÌa eËf_� 1/1.7 eËf_Y É_I tËi
,ÏÃB¿k ÂBG i___Ç ÐAfNIA ie LBNq eiËEi___I ÐAjI Ï¸Î¿BÄÍe ¾eB¨M ÉñIAi

∆t
T Ë ÏÍA�¿ ±¼N� jÍeB´¿ KnY jI kB�Ë ÏÍA�¿ ±¼N� jÍeB´¿ KnY jI kB�θ PA�Î¬M iAeÌ� :(PA�Î¬M iAeÌ� :(44) ½¸q) ½¸q

ÆÌn¼ÍË eiAfÃBNmA tËi ieÆÌn¼ÍË eiAfÃBNmA tËi ie

,j__ÚÍe PiBJ_§ É_I .O_mA ÊeAe iAj_³ �_QùBM O_� Pf_rI Ai Á_NÍiË_Ú_»A
t t+ ∆ ÕÉ_¤� LBN_q iAej__I ÉJmB� BI ÆÌn¼ÍË tËi kA ÊeB°NmA ÂBÚÄÇ
lÎÇjÒ ÐAjI fÍBI Ë eËiÏ¿ BÈIAÌU ÏÍAjGAË iB¤NÃA ,Ï¸Î¿BÄÍe ¾eB¨M ÐAjI
Ë f_ÍE Ome ÉI ÉÃBGAfU ÐA ÊkBm jÇ ÐAjIθ ÉÄÎÈI iAf´¿ ,ªÌyÌ¿ ÅÍA kA

.eÌ� iÌ¤Ä¿ ÐA ÉÃBÍAi ÐBÇ É¿BÃjI ie Ai OIBQ iAf´¿ ¹Í ÆAÌM Ï�
ÆÌn¼ÍË ÕÊfq `ÝuA tËi ÐiAfÍBÒ -ÆÌn¼ÍË ÕÊfq `ÝuA tËi ÐiAfÍBÒ -33--22--33

(25 É__ñIAi) ÆÌn¼ÍË Êfq `ÝuA tËi ÐËi jI Êfq ÂB�A ÐBÈÎmijI
ÆE ie É__· ÆÌn¼ÍË eiAfÃBNmA tËi fÄÃB¿ lÎÃ tËi ÅÍA É· fÄÇeÏ¿ ÆBrÃ
ie .O_mA ¢Ëj_r¿ iAf__ÍBÒ tËi ¹Í ,fqBI Êfq iÌ¤Ä¿ LBNq ÉÎYÝuA
ÐAkA É__Iθ K___nYjI ,[A]  oÍj_MB¿ Ï_°Î� ªB¨_q PA�_Î¬M (5) ½¸_q
ÊBGj_Ç É_· eÌ_qÏ_¿ ÊfÍe .OmA Êfq ÊeAe ÆBrÃ ξ = 0 09. Ë ∆t

T = 0 2.

O_»BY Å_ÍA ie ( )( )ρ A ≤ 1 ÐiAf_ÍBÒ ¢j_q ,eÌ__q LBbNÃA1 1862≤ ≤θ .

.eÌqÏ¿ �¿ùBM

ÐAkA ÊÐAkA Ê______I (I (2525 ÉÉ______ññIAi)IAi) ��____ÎÎ__� ªA� ªA________¨̈__q PAiq PAi______ÍÍ__ÎÎ__¬M iAeÌ¬M iAeÌ__� :(� :(55) ½¸) ½¸__qq

ξ = 0 09. ËË ∆t T/ .= 0 2
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Ë ±___¼N� ÏÍA�_¿ ÐBÈNJ_nÃ ÐAj_Iθ kB_� É_Ä¿Ae (6) ½¸_q ie
-Êfq ÉÖAiA Ë ÉJmB�,ÆÌn¼ÍË Êfq`ÝuAtËi ie ,ÆÌGBÃÌG ÐBÇ ∆t T/

PÜBY ÐAi___Iθ kB� ÉÄ¿Ae �ÍA____Ò fY É· eË___qÏ¿ ÊfÇBr¿ .OmA

Ë ÏÍA�Ë ÏÍA�__¿ ±¼N� jÍeB´¿ KnY i_____I kB�¿ ±¼N� jÍeB´¿ KnY i_____I kB� θ PA�Î¬M iAeÌ� :(PA�Î¬M iAeÌ� :(66) ½¸q) ½¸q

Êfq `ÝuA ÆÌn¼ÍË tËi ieÊfq `ÝuA ÆÌn¼ÍË tËi ie ∆t T/

Å_ÍA É_· Ï_MiÌu ie ;f_ÍE Ï_¿ O__me ÉI ¹Í BI jIAjI Ë ÆBn¸Í ,±¼N�
ÂB_G Ë ÏÍA�_¿ É_I ÉN_nI (4 ½¸__q) ÆÌn¼ÍË eiAfÃBNmA tËi ÐAjI iAf´¿
j__ÍeB´¿ ÐAkA É__I É__· eÌ__qÏ__¿ ÊfÇB__r¿ .O__mA PËB__°N¿ ,Ï__ÃB¿k
¹_Í B_I j__IAjI �ÍBÒ fY ¹Í ½¿Bq BÈÄMθ �¿AiBÒ ÉÄ¿Ae , ∆t

T < 0 1.

B_I j_IAjI ∆t
T ÉÄÎ_rÎI iAf_´¿ tËi Å_ÍA ie É_· O_mA j_·g ½_IB³ .O_mA

.eÌI fÇAÌa1 18/ .

ºiB¿ÌÎÃ eiAfÃBNmA tËi ÐiAfÍBÒ -ºiB¿ÌÎÃ eiAfÃBNmA tËi ÐiAfÍBÒ -44--22--33

-LB__bNÃA f_ÍBI ÐA É_ÃÌG É_I δ Ëα �_¬N¿ Ëe ,ºiB_¿ÌÎÃ tËi ie
Ï_°Î� ªB¨_q ÊBGj_Ç .f_ÄÍB� �_¿ùBM Ai ÐiAf_ÍBÒ É_ÄÎÈI ¡ÍAj__q BM fÃÌq
¹Í BI jIAjI Ë Êfq ÉJmB� (31 ÉñIAi) ºiB¿ÌÎÃ tËi ie [A] oÍjMB¿
-f__ÇAÌa �¿ùBM Ï¿BÚÄÇ ¢jq Ë fÎ³ ÆËfI ÐiAfÍBÒ ÊBÚÃE eÌq ÊeAe iAj³
ie É_· O_mA Êf_q ÉÎuÌM .fqBIδ ≥ 0 5. Ë ( )α δ≥ +0 25 0 52. . É· fq
Å_ÍA LB_bNÃA B_I .eÌ_q LBbNÃAα = 0 25. iAf´¿ Ëδ = 0 5. iAf´¿ ½À§
ÏÃB¿k ÂBG jÇ ie OIBQ ¡mÌN¿ LBNq O»BY ÉI ½ÍfJM ,ÁNÍiÌÚ»A ,jÍeB´¿

.f¿E fÇAÌa Ome ÉI [ ]ρ A = 1 ÊiAÌÀÇ PiÌu ÅÍA ie .fq fÇAÌa
Æfq ÉNqBJÃA kA lÎÇjÒ ÐAjI É·OmA Êfq ÉÎuÌM lÎÃ O»BY ÅÍA ie ,ÉNJ»A
Ï¸Î¿BÄ_Íe ¾eB_¨M É__ñIAi ÐiAj³jI BI ÂBG jÇ ÐAfNIA ie LBNq iAf´¿ ,Bña
É_ñIAi ½¸_q É_I ¾Aj_ÚNÃA K_Íj´M oÍj_MB¿ ,PiÌ__u ÅÍA ie .fÍE Ome ÉI
½IB³ PA�Î¬M ÉÎYÝuA ÅÍA É· OmA ÉUÌM K»BU .fq fÇAÌa ÉÖAiA (35)
, ξ > 0 ÐAkA É_I �__Y Ë ÉNqAfÃ ÁNÍiÌÚ»A ÐiAfÍBÒ ¡ÍAjq ie ÐA É¤YÝ¿
Å_ÍA �¯j_G j_¤Ã ie B_I .O¯j_ÍhÒ f_ÇAÌa PiÌ_u lÎ_Ã �¨Íjm ÏÍAjÚÀÇ
ÂB__�A ÐBÈÎmijI .OmA iAfÍBÒ ÊiAÌÀÇ ºiB¿ÌÎÃ eiAfÃBNmA tËi ,eiAÌ¿

O__»BY ÅÍA ie ¾AjÚNÃA KÍj´M oÍjMB¿ Ê#ÍË jÍeB´¿ É· OmA ÆE ÉÃBrÃ Êfq
eiAfÃBN__mA tËi ÉIB__r¿ ,δ = 0 5. Ëα = 0 25. ÐAkA É__I (44 É_ñIAi)

[ ]ρ A ≤ 1 ÊiAÌ__ÀÇ ,j__ÚÍe PiBJ___§ É_I .f_ÍEÏ_¿ O_me É_I ºiB_¿ÌÎÃ
tËi f_ÄÃB¿ lÎ_Ã j_ÍeB´¿ Å_ÍA LB_bNÃA B__I tËi ÅÍA Ëi ÅÍA kA .fqBI Ï¿

.OmA ¢jq Ë fÎ³ ÆËfI ,ºiB¿ÌÎÃ eiAfÃBNmA
½Î¼� O³e -½Î¼� O³e -33--33

É»ùB__n¿ ½Y ÉI BVÄÍA ie Ð�G¾AjÚNÃA ÐBÈqËi O³e ÏmijI iÌ¤Ä¿ ÉI
É_I ÆAÌ_M Ï_¿ Ai É_Î»ËA iAf_´¿ É»ùB_n¿ .O_mA Êf_q É_NaAejÒ ÉÎ»ËA jÍeB´¿

:eÌ� ±Íj¨M (47) ÉñIAi PiÌu

&&

. & . &&

x x

x x x

+ =
= = = −






ω

ω

2

0 0 0
2

0

10 0 0
(47)

.eÌ_qÏ__¿ ÉÖAiA x = cos tω PiÌu ÉI É»ùBn¿ µÎ³e ½Y ,O»BY ÅÍA ie
É_· f_ÇeÏ_¿ ÆB_rÃ ±_¼N� ÐB_Ç Á_NÍiÌÚ»A B_I (47) É__ñIAi Ðef§ ½Y
Ëe ÉI ÆAÌM Ï¿ Ai ÁÎ´Nn¿ Ð�G ¾AjÚNÃA tËi ie Êf¿E Ome ÉI ÐBÇBña

.eÌ� ÐfÄI ÉNme ÉÄ¿Ae sÇB· Ë eÌÍjÒ sÍAl¯A ÊËjG
Ï¿BÚÄÇ ,Ï¼·O»BY ie É· fÇeÏ¿ ÆBrÃ (7) ½¸q ie iAeÌ� ÏmijI
kA ÊeB°N_mA B_I Ðef_§Ð�_G ¾Aj__ÚNÃA ,fqBI �¸CÌ·0.01eËfY kA ∆t

T É·
ÐBÈ__qËi ,fqBIHilIOJnÃ ÅÍA jGA É¸ÃE ¾BY .eÌI fÇAÌa µÎ³e ,BÈqËi ÉÎ¼·

.fÄÇeÏ¿ ÆBrÃ eÌa kA ÏMËB°N¿ÐBÈÎG#ÍË ,Ð�G ¾AjÚNÃA±¼N�

ÉÄ¿Ae sÇB· Ë eÌÍjÒ sÍAl¯A fuie :(ÉÄ¿Ae sÇB· Ë eÌÍjÒ sÍAl¯A fuie :(77) ½¸q) ½¸q

ÆÌn¼ÍË tËi ie �´Î³e ÏmijI -ÆÌn¼ÍË tËi ie �´Î³e ÏmijI -11--33--33

¾Aj_G_N_ÃA K_Íj´M oÍj_MB¿ kA ÊeB°N_mA É_· f_q Êf_Íe s__ÇË#Ò ÅÍA ie
É_I B_ÈÄM Ï¸Î¿BÄ_Íe ÐB_Ç ÁN_nÎm Ðef§ ½Y ie (14) ÉñIAi PiÌu ÉI
Å_ÍA ie É_Ä¿Ae s_ÇB· Ë eej_G Ï_¿ j__VÄ¿ BÈIAÌU ie eÌÍjÒ sÍAl¯A kËjI
KnYjI eÌÍjÒ sÍAl¯A ÐBña PA�Î¬M iAeÌ� .eÌqÏ¿ ²hY Ï¼¸I tËi
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-Êf_q ÁÎ__mjMθ = 10. Ë j°u ÏÍA�¿ OJnÃ ÐAjI (7) ½¸q ie , ∆t
T

tËi É_I OJ_nÃ Êf_¿E O__me ÉI ÐBña ÆAlÎ¿ É· eejGÏ¿ É¤YÝ¿ .OmA
²hY lÎÃ ÉÄ¿Ae sÇB· ÐBña Ë OmA Êej· AfÎÒ sÇB· %67 eËfY Ï¼J³
ÐB_ña K_mBÄ¿ s_ÇB· ÐAjI BÈÄM fÍBIθ �¿AiBÒ ,Ëi ÅÍA kA .OmA Êfq
É_ÄÎÈI iAf_´¿ ÆeiËE O_me É_I ÐAj_I s__ÇË#Ò ÅÍA ie .eejG ÁÎ¤ÄM eÌÍjÒ
ÐAj__I MATCAD¡__Î� ie ÐA É__ÃBÍAi É___¿BÃjI ¹_Í kA ,θ �_¿AiBÒ
�¿AiBÒ ÅÍA ÉÄÎÈI iAf´¿ É¿BÃjI ÅÍA ie .OmA Êfq ÉN¯jG ÊjÈI ÐkBm ÉÄÎÈI
ÏÍA�¿ OJnÃ ÐAkA ÉI eÌÍjÒ sÍAl¯A iAf´¿ É· OmA Êfq ÉJmB� ÐiÌ�

.eejG ÉÄÎÀ· ∆t
T OJnÃ Ë ÏIBbNÃA

-É__¤YÝ¿ .fÃA Êfq ÊeAe ÆBrÃ (1) ¾ËfU ie Êfq ÉJmB�ÉÄÎÈI jÍeB´¿
ÏÍA�_¿ ÐAj_I Ë ¹Í BI jIAjI j°u ÏÍA�¿ ÐAjI ÉÄÎÈI iAf´¿ É· eÌqÏ¿
kA ÊeB°N_mA .f__qBIÏ¿ ¹Í kA �¸CÌ· eiAÌ¿ �rÎI ie ,j°u kA �GilI
-s_ÇB· Ð�ÚÀ_rC Ì_� É__I Ai eÌÍjÒ sÍAl¯A ÐBña ,ÉÄÎÈI jÍeB´¿ ÅÍA
, ∆t

T = 0 1. ÐAkA É_I eÌÍj_Ò s_ÍAl¯A ÐB_ña É_ÃÌ� ÆAÌ__Ä§ ÉI .fÇeÏ¿
j__GA É¸ÃE ¾BY Ë fÍE Ï¿ Ome ÉI %25/3 BI jIAjIθ = 14. Ë %5 ÏÍA�¿
çBJÍj__´M BÍ 2/82x10-9 eËfY ÉI Bña ÅÍA ÆAlÎ¿ ,eÌq LBbNÃAθ = 0 67.

ÊB___ÚÃE ,eÌ_q LB_bNÃA ∆t
T ≤ 0 2. ÊBGj_Ç .f_Ä·Ï_¿ Af_ÎÒ s_ÇB· j_°u

-iBÎ_NaA 0/672 j_IAjI Aiθ �_¿AiBÒ iAf_´¿ ¡_mÌN¿ iÌ� ÉI ÆAÌMÏ¿
j_°u Ï_¸ÍelÃ É_I eÌÍj_Ò s_ÍAl¯A ÐB_ña ÆAlÎ_¿ ,PiÌ_u ÅÍA ie .eÌ�
ÆAÌ_MÏ_¿ j_ÍeB´¿ Å_ÍA kA ÊeB°N_mA B_I ,Ëi Å_ÍA kA .O_¯BÍ f__ÇAÌa sÇB·

.eÌ� ²hY Ï¼¸I Ai ½Î¼� ie Êf¿E eÌUË ÉI ÐBÇBña

∆t
T Ë ÏÍA�¿ ±¼N� jÍeB´¿ ÐAkA ÉIË ÏÍA�¿ ±¼N� jÍeB´¿ ÐAkA ÉI θ ÉÄÎÈI jÍeB´¿ :(ÉÄÎÈI jÍeB´¿ :(11) ¾ËfU) ¾ËfU

∆t T/( )ξ ÏÍA�¿ OJnÃ

%0%1%3%5%7%9

0/110/6660/6690/6720/6740/677
0/210/6620/6670/6730/6790/686
0/310/8000/6300/6220/6340/646
0/410/8700/7600/6800/6000/540
0/510/9100/8300/8300/8300/830
0/5511/0711/1121/1381/1581/178

ÅÍA É· fÇeÏ¿ ÆBrÃ (24 ÉñIAi) ÆÌn¼ÍË ÐeBÈÄrÎÒ ÉñIAi O³e ÏmijI
Å__ÍA ie ÉÄ¿Ae sÇB· ÐBña Ë ÊeÌI eÌÍjÒ sÍAl¯A ÐBña ½¿Bq BÈÄM tËi
jI µJñÄ¿ eÌÍjÒ sÍAl¯A ÐBña PA�Î¬M iAeÌ� .eÌqÏ� ÊfÇBr¿ tËi
.f_qBIÏ_¿ LBN_q É_ÎYÝuA B_I ÆÌ_n¼ÍË tËi kA Êf_¿E Ome ÉI iAeÌ�
PiBJ_§ É__I .fÍEÏ¿ Ome ÉI ¹Í BI jIAjI PÜBY ÉÎ¼· ieθ ÉÄÎÈI iAf´¿
ÊkBI ie LBNq Ïña PA�Î¬M ~j¯ tËi ¾eB¨¿ ,ÐeBÈÄrÎÒ tËi ,jÚÍe

ÂB_´¿ ie .O_nÎÃθ �¯j_G j__¤Ã ie ÉI ÐkBÎÃ jÚÍe Ë fqBIÏ¿ ∆t ÏÃB¿k
s__ÇB· ÐAjI LBNq ÉÎYÝuA BI ÆÌn¼ÍË eiAfÃBNmA tËi ÏÍBÃAÌM ,ÉnÍB´¿

.OmA Êfq `ÝuA ÆÌn¼ÍË tËi kA �rÎI eÌÍjÒ sÍAl¯A ÐBña
ºiB¿ÌÎÃ tËi ie O³e ÏmijI -ºiB¿ÌÎÃ tËi ie O³e ÏmijI -22--33--33

s__ÍAl¯A ÐBña ½¿Bq BÈÄM (31 ÉñIAi) ºiB¿ÌÎÃ Ð�G ¾AjÚNÃA tËi
-Êf_q ÊeAe ÆB_rÃ (7) ½¸_q ie B__ña ÅÍA PA�Î¬M iAeÌ� .OmA eÌÍjÒ
iAeÌ__� Ëe �I ºiB¿ÌÎÃ tËi ÐBña iAeÌ� É· eÌq Ï¿ ÊfÇBr¿ .OmA
É__ÎYÝuA ÊBGjÇ .e�G Ï¿ iAj³ Êfq `ÝuA ÆÌn¼ÍË Ë ÆÌn¼ÍË eiAfÃBNmA
ie Ï¸Î¿BÄ_Íe ¾eB_¨M ÐiAj_³jI iÌ__¤Ä¿ ÉI ÏÃB¿k ÂBGjÇ ÐAfNIA ie LBNq
ie Ð�_Î¬M É_ÃÌG D_ÎÇ (35 É_ñIAi) e�__G iAj³ ÊeB°NmA eiÌ¿ tËi ÅÍA
s_ÍAl¯A ÐB_ña PA�_Î¬M iAeÌ_� ÆB·BÀ· Ë fq fÇAÌ� ÊfÍe tËi O³e

.f¿E fÇAÌa Ome ÉI (7) ½¸q iAeÌ� BI ÉIBr¿ eÌÍjÒ
É_ñIAi) O»BY ÅÍA ie ¾AjÚNÃA KÍj´M oÍjMB¿ jI Êfq ÂB�A ÐBÈÎmijI
tËi Å_ÍA O_³e ÆAlÎ_¿ ie Ð�_Î¬M É_ÃÌG D_ÎÇ É_· f__ÄÇeÏ¿ ÆBrÃ (44
eiAfÃBN_mA tËi f__ÄÃBÀÇ .fÍE Ï� eÌUË ÉI ºiB¿ÌÎÃ eiAfÃBNmA ÉI OJnÃ
lÎ__Ã eÌÍjÒ sÍAl¯A ÐBña Ë ÊfrÃ ÊfÇBr¿ ÉÄ¿Ae sÇB· ÐBña ,ºiB¿ÌÎÃ

.fq fÇAÌa ÉÖAiA (7) ½¸q iAeÌ� BI ÆB·BÀ·

Ð�G ÉVÎNÃ -Ð�G ÉVÎNÃ -44

:kA fÄMiBJ§ Êfq ÂB�A ÐBÈÎmijI WÍBNÃ ÁÇA
ie fÃBÀ_nÒ iB_I iAej_I Æej_· É¯ByA BÍ Ë LBNq ÉÎYÝuA ¾BÀ§A -1
É_I Ai ÆÌ_n¼ÍË tËi ¢Ëj_r¿BÃ ÐiAf_ÍBÒ ,ÏÃB¿k ÂBG jÇ ÐAfNIA
ÜB__I Ai tËi O_³e ,Å_¸Î» ;f_Ä·Ï_¿ ½_ÍfJM ¢Ëj_r¿ ÐiAf_ÍBÒ
ÉI Ai Bña ,θ KmBÄ¿ LBbNÃA BI ÆAÌM Ï¿ É· ÐiÌ� ÉI ejI Ï¿
B__Í Ë LBN__q É__ÎYÝuA ¾B__À§A .eAe s___ÇB· Ï_IÌ¼ñ¿ ÆAlÎ_¿
iBÎ_¨¿ ie Ai Ð�_Î¬M É_ÃÌG D__ÎÇ ,fÃBÀnÒ iBI iAejI Æej· É¯ByA
ÆB_·BÀ· Ë ÊeiËBÎ_Ã eÌ_UË É_I ºiB¿ÌÎÃ tËi ie Bña Ë ÐiAfÍBÒ

.fÃB¿Ï¿ Ï³BI ¢Ëjr¿BÃ iAfÍBÒ tËi ÅÍA
Ë ÏÍAj_ÚÀÇ f__ÃËi jI Ð�QùBM ÉÃÌG DÎÇ ,fÃBÀnÒ iBI iAejI ¾BÀ§A -2
kA É_· eÌ_qÏ_¿ É_ÎuÌM Ëi Å__ÍA kA .eiAfÃ ºiB¿ÌÎÃ tËi O³e
Ï__ÃB¿k É___Û�iBM ½_Î¼� ÐAj_I Êf_q `Ý_uA ºiB_¿ÌÎÃ tËi

.eÌq ÊeB°NmA ÐA ÊkBmÐBÇ ÁNnÎm

©UAj¿ -©UAj¿ -55

ÐB__Ç ÉÃBÇe BI ÐBÇ ÊkBm ÏÇBG ÉÎ¸M fÄC tB¨MiA" .�¿Ai ,ÆBÎÖAf¯ -1
Ë ÂÌ__¼§ f_YAË ÊkB_m -ÆAj_À§ Ï_mfÄÈ¿ ÐA�_·e É_¿BÃ ÆB_ÍBÒ "HilI
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