سری فوریه
14-1- خواص کلی

تمرینات

14-1-1 می خواهیم تابع 
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نشان دهید که شرط کیمنه شدن 
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به ازای همه مقادیرn، به انتخاب an و bn به صورتی که در معادله های (14-11) و (14/12) داده شده است، می انجامد.

پاسخ
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به همین ترتیب خواهیم داشت:
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که برای رسیدن به روابط فوق از روابط تعامد (14-7) و (14-8) و (14-9) استفاده کرده ایم.

14-1-2 در بررسی یک شکل موج پیچیده (کشنده های اقیانوسی، زمین لرزه ها، نوارهای موسیقی و مانند آنها) بهتر است. از سری فوریه ای به صورت زیر بهره گیریم.
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نشان دهید که این معادله با معادله (14-1) هم ارز است و در آن 


[image: image10.wmf]n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

a

b

b

a

a

a

b

a

a

/

tan

,

,

sin

,

cos

2

2

2

=

+

=

=

=

q

q

q


پاسخ: قبلاً سری فوریه را به صورت زیر تعریف کرده بودیم.


[image: image11.wmf]å

¥

=

+

+

=

0

0

sin

(

2

)

(

n

 

n

n

I

     

nx)

 

b

nx

 

cos

 

a

a

x

f


سری فوریه جدیدی که در نظر گرفته بودیم به صورت زیر قابل بسط دادن است.
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در صورتی که داشته باشیم:
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روابط I و I I هم ارز هستند.

14-1-3 تابع 
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14-1-4 با فرض اینکه 
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متناهی اند، نشان دهید که

[image: image23.wmf]0

0

=

=

®

®

m

m

m

m

b

 

lim

         

,

          

a

 

lim

q

q

 
پاسخ:
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14-1-5 شگرد مجموعه یابی این بخش را به کار بندید و نشان دهید.
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به شکل 14-2 مراجعه کنید.

پاسخ:
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که به ازای 
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14-1-6 مجموع سری مثلثاتی زیر را به دست آورید.
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و نشان دهید که این مجموع برابر 
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14-1-7 مجموع سری مثلثاتی زیر را به دست آورید.
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و نشان دهید که برابر است با
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با استفاده از بسط مقابل، رابطه بالا را ساده می کنیم.

[image: image53.wmf]å

¥

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

=

+

0

1

2

1

1

ln

2

1

1

2

n

n

t

t

n

t



[image: image54.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

´

+

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

-

´

-

-

-

-

+

ix

ix

ix

ix

ix

ix

ix

ix

re

re

re

re

i

re

re

re

re

i

1

1

1

1

ln

4

1

1

1

ln

1

1

ln

2

1

2

1



[image: image55.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

´

+

-

-

=

+

+

-

-

¥

=

®

®

å

ix

ix

ix

ix

n

r

r

re

re

re

re

i

n

x

n

1

1

1

1

ln

4

1

lim

)

1

2

(

)

1

2

sin(

lim

0

1

1



[image: image56.wmf])

ln(

4

1

)

1

ln(

4

1

1

1

1

1

ln

4

1

1

p

i

ix

ix

ix

ix

e

i

i

re

re

re

re

i

±

-

-

-

=

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

´

+

-

=



[image: image57.wmf](

)

0

x

x

0

         

          

   

i

<

<

-

<

<

î

í

ì

-

=

±

+

=

p

p

p

p

p

4

/

4

/

4

1


14-2 مزایا و موارد استفاده سری فوریه

تمرینات

14-2-1 شرایط مرزی (نظیر 
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(الف) تحقیق کنید که در این صورت شرایط مرزی که در نظریه اشتورم- لیوریل منظور می شوند، در بازه 
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(ب) نشان دهید که مجموعه توابع 
[image: image61.wmf])

/

sin(

)

(

,...

3

,

2

,

1

l

x

n

x

n

n

p

j

=

=

 در یک رابطه تعامدی به صورت زیر صدق می کنند.


[image: image62.wmf]ò

>

=

l

mn

n

m

0

n

   

          

l

dx

x

x

0

,

2

)

(

)

(

d

j

j


پاسخ (الف): چنانچه 
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داشته باشیم.با استفاده از معادله (9-19) با توجه به شرایط مرزی خواهیم داشت.
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پس شرایط مرزی برقرار است.
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اگر 
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از عبارتهای I و II نتیجه می گیریم که:
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(ب): چون می خواهیم بر حسب یک رشته سینوسی تابع 
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14-2-3 در برخی مسائل بهتر است که 
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شکل 14-4
پاسخ:
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14-3 کاربردهای سری فوریه
تمرینات

14-3-1 نمایش سری فوریه تابع زیر را تشکیل دهید.
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خروجی یک یکسو ساز نیم موج ساده به این صورت است. اگر گرمای خورشیدی که باعث ایجاد کشند در جو می شود نیز تقریباً به این شکل است.

پاسخ: برای راحتی در حل مسئله تغییر متغیر مقابل را در نظر می گیریم.
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كه رابطه بالا مطابق معادله (14-39) نتيجه شده است و به كمك قوائد حاصلضرب توابع مثلثاتي قابل حصول است.
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بنابراين خواهيم داشت:
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پاسخ: چنانچه در تمرين 14-2-2 قسمت (ب) تغيير متغير مقابل را انجام دهيم به جواب مي رسيم:
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14-3-3 يك موج دندانه اراه اي ديگر را مي توان به كمك تابع زير صفر توصيف كرد.
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پاسخ:
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در انتگرال دوم
[image: image118.wmf]x

x

-

®

 تبديل كرده و تغييرات لازم را مبذول داشته ايم.
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مي دانيم كه :
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14-3-4 موج مثلثي (شكل 14-7) با تابع زير نمايش داده مي شود.
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پاسخ: از شكل 14-7 متوجه مي شويم كه نمودار نسبت به محور عمودي متقارن است و در نتيجه تابعي زوج بر حسب x است، پس 
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14-3-5 تابع زير را در محدوده بازه 
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يادآوري: اين موج با پهناي متغير در موسيقي الكترونيكي حائز اهميت است.

پاسخ:
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14-3-6 يك لوله استوانه اي فلزي به شعاع a به طور طولي به دو نيمه غير مماس شكافته شده است. نيمه بالايي در پتانسيل v و نيمه پاييني در پتانسيل –v نگه داشته مي شود (شكل (14-8))، متغيرهاي معادله لايلاس را جدا كنيد و پتانسيل الكترواستاتيكي را به ازاي 
[image: image140.wmf]a
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 به دست آوريد. به تشابه بين جوابي كه به ازاي 
[image: image141.wmf]a
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يافته ايد و سري فوريه مربوط به موج مربعي توجه كنيد.
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شكل 14-8

پاسخ: با توجه به شكل 14-8، وابستگي پتانسيل به دو متغير r و 
[image: image142.wmf]q

به وضوح مشخص مي شود. در نتيجه به كمك معادله لاپلاس با توجه به وابستگي پتانسيل به متغيرهاي 
[image: image143.wmf]q

 و r خواهيم داشت.
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مي دانيم كه جواب اين چنين معادله اي در كتاب مباني الكترومغناطيس به صورت زير است:
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چون پتانسيل را به ازاي نقاط 
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مي خواهيم، جملات با توانهاي منفي به دليل واگرا شدن در 
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حذف مي شوند در نتيجه خواهيم داشت:
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حال با استفاده از شرايط مرزي و روابط تعامد ضرايب 
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 و 
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را به دست مي آوريم.
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همچنين چون 
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 تابع فردي از 
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 است شكل مناسب جواب به صورت زير در مي آيد.
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14-3-7 يك استوانه فلزي را در ميدان الكتريكي يكنواخت (يكنواخت قبل از قرار دادن استوانه) 
[image: image159.wmf]0

E

طوري قرار مي دهيم كه محور استوانه عمود بر امتداد اصلي ميدان باشد.

(الف) پتانسيل الكترواستاتيكي مختل شده را بيابيد.

[image: image595.wmf]x

(ب)بار سطحي القائي روي استوانه را به صورت تابعي از موضع زاويه اي پيدا كنيد.

پاسخ (الف): با توجه به شكل ترسيمي وابستگي پتانسيل بدو متغير r و 
[image: image160.wmf]q

 به وضوح مشاهده مي شود، مانند مسئله قبل به كمك معادله لاپلاس جواب را به صورت زير به دست مي آوريم.
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مي دانيم در فواصل 
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 ميدان به صورت يكنواخت در مي آيد.
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با اعمال اين شرط مرزي خواهيم داشت:
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 EMBED Equation.3  [image: image165.wmf])
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(ب):
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(چگالي بار سطحي)
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14-3-8 بسط فوريه موج مربعي، مسئله 14-3-6 را به يك سري تواني تبديل كنيد. نشان دهيد كه ضرايب 
[image: image170.wmf]1

+

x

 يك سري واگرا تشكيل مي دهند. اين عمل را براي ضرايب 
[image: image171.wmf]3

x

 تكرار كنيد. سري تواني را نمي توان براي نا پيوستگي به كار برد. اين ضرايب نامتناهي حاصل تلاش براي غلبه بر اين محدوديت اساسي سري تواني است.

پاسخ: با استفاده از بسط فوريه موج مربعي، معادله (14-36) داريم.
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از طرفي داريم:
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حال اگر ضرايب سري فوق را به ازاي m هاي مختلف و n=0 با هم جمع كنيم به دست مي آوريم:
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در نتيجه مجموع اين ضرايب يك سري واگرا تشكيل مي دهند.

در مورد ضريب 
[image: image175.wmf]3
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 اين سري خيلي زودتر واگرا مي شود، كه به ازاي n=1 قابل به دست آوردن است.
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14-3-9 (الف) نشان دهيد كه بسط فوريه 
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 به صورت زير است:
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(ب) با استفاده از نتيجه بند قبل نشان دهيد:
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اين معادله روش ديگري براي استخراج رابطه بين تابع زتاي ريمان و اعداد برنولي، معادله (15-151) در اختيار ما مي گذارد.

پاسخ (الف): با توجه به آنكه 
[image: image181.wmf]ax

cos

 تابعي زوج است، در نتيجه 
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b

 برابر صفرند و خواهيم داشت:
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(ب):
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به ازاي 
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خواهيم داشت:
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مخرج کسر داخل 
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حاصل جمع تصاعد هندسی 
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با قدر نسبت 
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14-3-10 بسط سری فوریه تابع دلتای دیراک 
[image: image199.wmf])
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را در بازه 
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به دست آورید.

(الف) به جمله ثابت چه مفهومی می توان نسبت داد
(ب) این نمایش در چه ناحیه ای صادق است؟

(ج) با استفاده از اتحاد 
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نشان دهید که نمایش فوریه 
[image: image202.wmf])

(

x

d

 با معادله (9-83) سازگار است.
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پاسخ: با توجه به شکل های نمایش داده شده که مربوط به تعریف های مختلف تابع دلتا است می بینیم که تابع دلتا تابعی زوج است. در نتیجه bn برابر صفرند.
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با توجه به تعریف بالا می بینیم که 
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 مقدار متوسط 
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(ب): این بسط می تواند در تمام ناحیه ها گسترش یابد.
(ج):                                                                      
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همچنین می توان با استفاده از اتحاد مفروض این خاصیت تابع دلتای دیراک را ثابت کرد.
14-3-11 
[image: image211.wmf])
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را به صورت یک سری فوریه بسط دهید. نتیجه ای را که به دست آورده اید با صورت دو خطی معادله (9-83) مقایسه کنید.
پاسخ:               
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پاسخ: این مسئله کاملاً شبیه مسئله قبل (14-3-10) است و با تغییر متغیر ساده
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جواب این مسئله نتیجه می شود.
14-3-12 تحقیق کنید که:
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یک تابع دلتای دیراک است؛ برای انجام این کار نشان دهید که این تابع در تعریف دلتای دیراک:
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پاسخ:
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با جایگذاری خواهیم داشت:
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14-3-13 (الف) با استفاده از:
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نشان دهید که:
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(ب) با بهره گیری از سری فوریه موج مثلثی که در مسئله 14-3-4 تشکیل شد، نشان دهید که:
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(ج) با استفاده از:
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نشان دهید که:
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(د) با استفاده از:
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سری زیر را استخراج کنید.
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و نشان دهید:
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(هـ) با استفاده از سری فوریه مربوط به یک موج مربعی نشان دهید.
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پاسخ (الف): با توجه به مثال 14-3-3 رابطه زیر را به دست آوردیم:
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به ازای 
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(ب):
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چون n فرد است می توانیم بنویسیم:
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به ازای x=0 خواهیم داشت:
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(ج): ابتدا ضرایب مربوط به سری فوریه تابع 
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می دانیم که:
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با جایگذاری خواهیم داشت:
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به ازای 
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و چنانچه در رابطه (1)، x را برابر صفر قرار دهیم خواهیم داشت:
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با توجه به راهنمایی که در قسمت قبل شد، خواهیم داشت:
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(هـ):
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به ازای 
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14-3-14 (الف) نمایش سری فوریه تابع زیر را بیابید.
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(ب) با استفاده از بسط فوریه ای که یافته اید، نشان دهید:
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پاسخ (الف):
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(ب): به ازای x=0 خواهیم داشت:
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14-3-15 داریم   
[image: image276.wmf]n
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(الف) با استفاده از اجزای موهومی نشان دهید:
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(ب) به کمک تغییر متغیر، بند (الف) را به صورت زیر تبدیل کنید.
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پاسخ (الف): با توجه به اینکه تابع 
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حال با تغییرات در تابع 
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پس در اینجا داریم:
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(ب) اگر 
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قرار دهیم خواهیم داشت:
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14-3-16 تابع زیر توصیفگر یک پالس مثلثی متقارن با بلندی و پهنای قابل تنظیم است:
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(الف) نشان دهید که ضرایب فوریه عبارت اند از:
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با توجه به تعریف تابع در نواحی مختلف، انتگرالهای اول و چهارم صفر می شود.
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با استفاده از قاعده پیتال داریم:
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14-4 خواص سری فوریه

تمرینات

14-4-1 نشان دهید که انتگرال گیری از بسط فوریه 
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پاسخ:
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چنانچه 
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همچنین با استفاده از مسئله 14-3-13 (ب) داریم:
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چنانچه 
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14-4-2 اتحاد پارسوال:

(الف) با فرض اینکه بسط فوریه 
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 به طور یکنواخت همگرا باشد، نشان دهید که:
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این اتحاد پارسوال است. این در واقع حالت خاصی از رابطه تمامیت، معادله (9-72) است.

(ب) با داشتن
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با بهره گیری از اتحاد پارسوال، 
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را به صورت بسته به دست آورید.
(ج) شرط همگرایی یکنواخت ضروری نیست، این مطلب را با بهره گیری از اتحاد پارسوال درباره موج مربعی زیر نشان دهید:
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پاسخ الف:
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طرفین را در 
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(ب):
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(ج):
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پس می بینیم که شرط همگرایی یکنواخت ضروری نیست.

14-4-3 نشان دهید که انتگرال گیری از بسط فوریه تابع دلتای دیراک (مسئله14-3-10) به نمایش فوریه موج مربعی معادله (14-36) با h=1 می انجامد.

یادآوری: انتگرال گیری از جمله ثابت 
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با انتگرال گیری از طرفین تساوی در بازه 
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همچنین می دانیم که 
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14-4-3 (الف) از بسط فوریه تابع پله ای یکه 
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انتگرال بگیرید. نشان دهید که سری انتگرال گیری شده حاصل با مسئله 14-3-14 سازگار است.
پاسخ:
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با انتگرال گیری از طرفین خواهیم داشت:
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از طرفی داریم] مسئله 14-2-2- (ب)[
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بنابراین خواهیم داشت:
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به ازای 
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14-4-4 در بازه 
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(الف) 
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(ب) نشان دهید که سری فوریه حاصل در حد 
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پاسخ (الف): به علت تقارن نسبت به محور y ها، bn ها صفرند.
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(ب):
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که در مسئله (8-7-1) با استفاده از قضیه مقدار میانگین به دست آمده است. بنابراین خواهیم داشت:
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14-4-5 ماهیت تابع دلتایی سری فوریه مسئله 14-4-4 را محقق کنید. برای این کار نشان دهید که به ازای هر تابع 
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پاسخ:
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14-4-6 (الف) نشان دهید که بسط سری سینوسی فوریه تابع دلتای دیراک 
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دقت کنید که این سری عملاً تابع زیر را توصیف می کند.

در بازه 
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(ب) با انتگرال گیری از دو طرف معادله قبل از 0 تا x، نشان دهید که بسط کسینوسی موج مربعی:
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به صورت زیر است:
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(ج) تحقیق کنید که:
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پاسخ (الف):
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(ب):
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14-4-7 بسط کسینوسی فوریه موج مربعی، مسئله 14-4-6 (ب) را به کمک محاسبه مستقیم ضرایب فوریه تحقیق کنید.

پاسخ مسئله:
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یادآوری: قبلا در مسئله 14-2-2 داشتیم:
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به ازای x=a داریم:
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با جایگذاری خواهیم داشت:
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14-4-8 (الف) دو انتهای ریسمانی، 
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 را محکم کرده ایم. با در نظر گرفتن ارتعاشهای کم دامنه، پی می بریم که دامنه 
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در معادله موج زیر صدق می کند:
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که در آن v سرعت موج است، بر اثر یک وزش تند، ریسمان در x=a به ارتعاش در می آید. از این رو داریم:
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ثابت L را برای به توازن در آوردن ابعاد 
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که در مسئله 14-4-6 (الف) داده شد، معادله موج را تحت این شرایط اولیه حل کنید.

(ب) نشان دهید که سرعت عرضی ریسمان، 
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پاسخ (الف): دامنه 
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را در حالت کلی به صورت حاصلضرب سری فوریه متغیرهای x و t در نظر می گیریم:
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حال شرایط مرزی را برای به دست آوردن ضرایب اعمال می کنیم:
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با استفاده از شرط مرزی پی می بریم:
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(ب):
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14-4-9 ریسمانی که دو انتهای آن در 
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[image: image406.wmf]2

2

2

2

)

,

(

)

,

(

x

t

x

u

v

t

t

x

u

¶

¶

=

¶

¶

2


سری فوریه ای به صورت زیر در نظر بگیرید:
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پاسخ:
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اگر طرفین تساوی را در 
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اگر مانند حالت قبل عمل کنیم خواهیم داشت:
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14-4-10 (الف) در ادامه مسئله ریسمان مرتعش، مسئله 14-4-9 بر اثر وجود یک محیط مقاوم ارتعاشات مطابق معادله زیر میرا می شوند:
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سری فوریه ای به صورت زیر در نظر بگیرید:
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و باز ضرایب 
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 را محاسبه کنید. شرایط اولیه را همان شرایطی بگیرید که ذر مسئله 14-4-9 در نظر داشتیم. فرض کنید میرایی ناچیز است.
(ب) این مسئله را برای میرایی بزرگ تکرار کنید.

پاسخ (الف): می دانیم که شکل 
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 در نظریه معادلات مرتبه دوم به صورت زیر است:
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که از حال به روش ضرایب ثابت قابل حل است، حال شرایط مرزی مسئله را اعمال می کنیم:
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حال اگر مانند مسئله قبل از روابط تعامد استفاده کنیم، خواهیم داشت:

[image: image425.wmf]ò

=

l

l

l

0

sin

)

(

2

dx

x

n

x

f

A

n

p


حال شرط دوم را اعمال می کنیم.
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اگر مانند حالت قبل عمل کنیم خواهیم داشت:
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(ب): اگر جوابهای معادله دیفرانسیل مرتبه دوم را یادآوری کنیم، چون در این حالت 
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 است، جوابهایی به صورت مختلط ایجاد نمی شود، در نتیجه ما جوابهایی به صورت cos,sin را انتظار نداریم و برعکس جوابهایی به صورت cosh,sinh را انتظار خواهیم داشت.
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حال به مانند قسمت (الف) شرایط مرزی را اعمال می کنیم.
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همچنین به کمک شرط مرزی بعدی خواهیم داشت.
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14-4-11 توزیع بار را روی سطح داخلی نیم دایره های مسئله 14-3-6 پیدا کنید.

یادآوری. به یک سری واگرا دست می یابید و این رهیافت سری فوریه در این مورد کارساز نیست. با استفاده از شگردهای نگاشت همدیس می توانیم نشان دهیم که چگالی بار متناسب است 
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. آیا 
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 بسط فوریه ای دارد.

پاسخ:
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همان طور که می بینید به یک سری واگرا دست یافته ایم. برای اینکه 
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 بسط فوریه ای دارد یا خیر ضرایب بسط فوریه آن را به دست می آوریم چون 
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 تابعی فرد است پس an ها برابر صفر هستند.
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چنانچه حاصل انتگرال را به وسیله تابع بتا (بخش 10-4) به دست آوریم و به وسیله آزمون نسبت همگرایی این سری را تعیین کنیم، می بینیم که این سری واگراست در نتیجه bn نامعین است و بنابراین 
[image: image447.wmf]q
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 بسط فوریه معینی ندارد.
14-4-12داریم:
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از طریق انتگرال گیری نشان دهید.
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پاسخ:
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همچنین می دانیم که:
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که در مرحله آخر، از روش مربع کردن استفاده کرده ایم.
14-4-13 داریم:
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روابط بازگشتی زیر را به دست آورید.

(الف)
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پاسخ (الف):


[image: image457.wmf]ò

ò

å

å

ò

¥

-

¥

=

-

-

-

=

=

=

x

x

n

n

x

s

s

s

dx

 

x

 

n

 

n

dx

n

x

 

n

 

dx

x

I

0

0

1

1

0

1

2

1

2

1

2

cos

1

cos

)

(

y



[image: image458.wmf]å

å

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

¥

=

-

)

(

sin

sin

1

1

2

2

0

1

1

2

x

n

nx

nx

n

n

s

s

x

n

s

y


(ب):
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14-4-14 نشان دهید عبارت 
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را می توان به صورت زیر نوشت:
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یادآوری: در مسائل قبلی از توابع 
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 را تعریف کرده ایم.
پاسخ:
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14-5 پدیده گیبس
تمرینات

14-5-1 به کمک شگردهای مجموعه یابی مجموعه های جزئی که در این بخش آموختیم نشان دهید که سری فوریه 
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در یک ناپیوستگی 
[image: image473.wmf])
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، مقدار میانگین حسابی حدود چپ و راست را به خود می گیرد.
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در هنگام محاسبه 
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 شاید بهتر باشد که بخشی از انتگرالها را با یک تابع دلتای دیراک یکی بگیرید.

پاسخ:
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با استفاده از فرمول (8-112) داریم:
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انتگرال دوم و سوم صفر می شوند بنابراین داریم:
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14-5-2 مجموعه جزئی، sn ، سری متعلق به معادله (14-64) را با استفاده از روابط زیر تعیین کنید.
(الف):
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آیا به همان نتیجه ای می رسید که در معادله (14-68) به آن دست یافته اید؟

پاسخ: با استفاده از معادله (14-64) داریم:
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مجموعه جزئی sn(x) به صورت مقابل به دست می آید.
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با استفاده از بند (الف) داریم:
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با استفاده از بند (ب) و تغییر متغیرخواهیم داشت:
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چنانچه 
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تبدیل کنیم انتگرالده به صورت انتگرالده معادله (14-68) می شود ولی بازه انتگرال گیری دو برابر شده است.
14-6- تعامد گسسته- تبدیل فوریه گسسته
تمرینات

14-6-1 صورتهای مثلثاتی تعامد گسسته متناظر با معادله (14-75) را استخراج کنید.
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راهنمایی: می توان از اتحادهای مثلثاتی نظیر اتحاد زیر سود جست.
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پاسخ:
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اگر جفت جمله های 
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با استفاده از مسئله 6-1-7 (جلد اول) مسئله را دنبال می کنیم.
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چنانچه 
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 در صورت، عامل صفر شدن مجموعه خواهد بود. چنانچه 
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 برابر صفر می شود و مجموعه اول به صورت زیر به دست می آید.
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چنانچه p=q=0 باشد هر دو مجموع مخالف صفر بوده و با استفاده از قاعده هوپیتال مجموع برابر 2N خواهد شد.
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اگر 
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 در صورت، عامل صفر شدن مجموع خواهد بود. چنانچه 
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 برابر صفر می شود، مجموع دوم برابر 
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 می شود و مجموع کل برابر N خواهد شد. چنانچه p=q=0 باشد، هر دو مجموعه مخالف صفر است، اما به علت تفاضل دو مجموعه، مجموع کل برابر صفر است.

14-6-2 معادله (14-75) تعامد را با جمع زدن روی نقاط زمانی را نمایش می دهد. نشان دهید که با جمع زدن روی نقاط بسامدی نیز همین رابطه تعامدی را خواهیم داشت.
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پاسخ:
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ثابت خواهیم کرد که توابع نمایی  
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[image: image526.wmf](

)

[

]

å

å

-

=

±

-

=

±

=

-

®

=

1

2

0

2

,

1

2

0

2

,

*

2

2

/

)

(

exp

2

)

2

/

exp(

)

2

/

exp(

N

p

nN

m

k

p

N

p

nN

m

k

p

p

N

N

k

m

T

i

N

N

mT

i

N

kT

i

d

w

d

w

w

اگر به جای m-k کمیت s را بنشانیم خواهیم داشت.
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مقدار صفر بالایی به ازای عدد درست s، پیامد اتحاد 
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مقدار 2N پایینی به ازای r=l متناظر با m=k است.

14-6-3 به طور مشروح نشان دهید که چگونه از رابطه 
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به رابطه زیر می رسیم:
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پاسخ: اگر طرفین رابطه را در
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 ضرب کنیم و از طرفین رابطه مجموع روی اندیس p بگیریم خواهیم داشت:
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14-6-4 توابع 
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تبدیلهای گسسته فوریه یکدیگرند روابط تقارنی زیر را استخراج کنید:
الف) اگر 
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 متقارن هرمیتی است، یعنی:
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ب) اگر 
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یادآوری: تقارن موجود در بند (الف) نمایشی است، از دگرنامی بسامد 
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 پنهان می شود.
پاسخ (الف): با استفاده از معادله (14-79) داریم:
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چنانچه از طرفین رابطه (1) مزدوج هرمیتی بگیریم، خواهیم داشت.

(2)
[image: image545.wmf]å

-

=

+

=

1

2

0

*

*

)

(

)

(

N

p

i

p

k

k

t

p

e

F

t

f

w

w


در رابطه (2) جمله نمایی را می توانیم به صورت زیر در آوریم:
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با استفاده از معادله (14-74) می دانیم که عامل نمایی برابر با یک است.
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به ازای هر k خاص رابطه برابر با یک خواهد بود، در نتیجه رابطه (2) به صورت زیر در می آید.
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که از يک تغيير متغير ساده استفاده کرده ايم نظير ، حال از شرط حقيقي بودن 
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داريم:
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(ب) حال اگر مراحل اوليه نظير بند (الف) را دوباره دنبال کنيم با استفاده از شرط اينکه 
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 موهومي محض است، خواهيم داشت: 


[image: image553.wmf]k

i

p

N

p

N

p

k

i

p

k

k

t

p

t

p

e

T

N

F

e

F

t

f

t

f

w

w

w

p

w

-

-

=

-

=

-

-

-

=

®

-

=

å

å

)

/

4

(

)

(

)

(

)

(

1

2

0

*

1

2

0

*



[image: image554.wmf])
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14-6-5 با داشتن 
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را به ازاي p=0,1,2,3 پيدا کنيد. (ب) با استفاده از 
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 را بازسازي کنيد و دگرنامي 
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پاسخ (الف):
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بسامدهاي 
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 از معادله (14-77) به دست مي آيند.
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ماتريس تبديل 
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به صورت زير در مي آيد:
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وقتي اين ماتريس روي بردار ستوني 
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عمل کند، بردار ستوني زير به دست مي آيد.
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 به کمک معادله (14-79) بازسازي مي کنيم و خواهيم داشت:
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14-6-6 نشان دهيد که چند جمله ايهاي چبيشف 
[image: image574.wmf])
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، در رابطه تعامد گسسته زير صدق مي کنند.
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در اينجا 
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 ها به طور هم فاصله روي محور 
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پاسخ:

با استفاده از صورتهاي مثلثاتي توابع چبيشف داريم:
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بنابراين خواهيم داشت:
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حال با اضافه کردن يک جمله (s=0) سيگما را به صورت زير در مي آوريم.
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حال با جمع بندي روابط، مشابه با مسئله (1-6-14) روابط تعامد قابل حصول است.
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