انتگرال ریمان - استیل یس 
تعریف6-1 : مجموعه {b= xn ... و x1 و x0 =a }=p که در آن :

b =  n x  > ... >x1 > x 0 =a  را یک  افراز از بازه بسته] b وa [  می نامیم . 

دقت کنید { b و a  } = p افرازی از ] b  و a [  می باشد .
تعریف 6-2 : اگر {b = xn  > ...> x1 > x1 =a  }=p  افراز دلخواهی از ] b و a [ باشد آنگاه 
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تعريف 6-3 : فرض كنيد P افزاري از بازه [a , b]  و تابع f بر[a , b]  كراندارد تابع α بر [a , b]   صعودي باشد مجموعه هاي بالايي و پاييني تابع f را به ترتيب با: L(p,f,α) , u (p,f,α)  نشان داده و تعريف مي كنيم :
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و ضمناً اگر α تابع هماني باشد يعني (x)=x α آنگاه L(p,f,α) , u (p,f,α)   را به ترتيب با L(p,f) , u (p,f)   نشان داده و آنها را مجموعه هاي بالايي و پاييني ريمان گوييم.
تذكر: اگر m = inf f(x)   , M = sup f(x) آنگاه
                 [a , b]  *

  
       [a , b]  *
m [α(b) - α(a)] ≤ L (p,f, α) ≤ u (p,f, α) ≤ M [α(b) - α(a)]
تعريف 6-4: افراز p* را يك تظريف افراز p گوئيم هرگاه p* ≥ p «گاهي اوقات گوييم: p* ظريفتر از P است». 
و اگر p2 و p1 دو افراز دلخواه از [a , b] باشند آنگاه p2 
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p* = p1  را تظريف مشترك p2 و p1 گوييم. 
قضيه 6-5 : الف) اگر p* يك تظريف از p باشد آنگاه :
L (p,f,α) ≤ L (p*, f,α)                                        u (p*,f,α) ≤ u (p,f,α)
ب) به ازاي هر دو افراز Q , p داريم 
                  
           L (p,f,α) ≤ u (Q,f,α)
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اثبات الف) ابتدا فرض كنيد p* يك نقطه مانند x* بيشتر از p داشته باشد.
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 p* = pU {x*}

يعني 
فرض كنيد  xk-1 < x* < xk  كه xk , xk-1  دو نقطه متوالي از افراز p مي باشند همچنين فرض كنيد.






[image: image9.wmf]f(x)

 

sup

M

K

=

¢

¢

K = sup f(x)       ;   َM
                                                         xk-1 ≤ x ≤ x*             x* ≤ x ≤ xk
                                                  MK = sup f(x)
xk-1 ≤ x ≤ xk                                                

واضح است كه : 
MK ≥ MK  ;  MK ≥MK
اكنون داريم :
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بطور مشابه ثابت مي شود.
L (p*,f,α) ≤ L (p,f,α)
بطور مشابه كافيست مانند همين اثبات فقط قسمتهايي را تغيير دهيم: همچنين فرض كنيد:
K = inf f(x)       ;   x* ≤ x ≤ xk 
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   xk-1 ≤ x ≤ x*             mK = inf f(x)             xk-1 ≤ x ≤ x  
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واضح است كه
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 mk ≤    k        ;
اكنون داريم
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راه 2) در نامساوي قبل بجاي f تابع -f را قرار دهيد و از متساوي 
u (p,-f,α) = -L (p,f,α)
استفاده كنيد اكنون اگر افراز p* داري m نقطه بيشتر از p باشد حكم به استقرا بدست مي آيد.
اثبات ب)
فرض كنيد p* = pUQ در اينصورت بنا به «الف»
L (p,f,α) ≤ L (p*, f,α)≤  u (p*,f,α) ≤ u (Q,f,α)

تعريف 6-6: فرض كنيد f بر [a , b] كراندار α بر [a , b] صعودي باشد انتگرالهاي بالايي و پاييني تابع f بر بازه [a , b] را بصورت زير تعريف مي كنيم.
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كه در آن sup و inf روي افرازهاي p از [a,b] گرفته مي شود.
مي گوئيم تابع f نسبت به α بر [a , b] داراي انتگرال ريمان استيل يس است اگر :
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و مقدار آن را با               نشان مي دهيم و مي نويسيم                  بر [a,b] و چنانچه αهماني باشد مي گوئيم f بر [a,b] انتگرال ريمان دارد هرگاه :
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 و مي نويسيم              بر [a,b].
مثال: آيا تابع                                             بر [a,b] داراي انتگرال ريمان استيل يس مي باشد يا
خير؟  « α تابعي صعودي بر [a,b] در نظر گرفته شده است»
حل: اگر p افراز دلخواهي  از [a,b] باشد آنگاه: 
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لذا                     
قضيه 6-7: 
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اثبات : فرض كنيد p و Q دو افراز دلخواه از بازه [a,b] باشند. (بنا به قضيه 6-5 «ب» ) داريم:
L (p,f,α) ≤ u (Q,f,α)
با ثابت نگه داشتن Q و گرفتن سوپريمم روي p بدست مي آوريم.
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با گرفتن inf روي Q حكم بدست مي آيد يعني: 
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مثال : نشان دهيد تابع f(x)=x درفاصله ‌‌‌] 1و0 [ به مفهوم ريمان انتگرال پذير است ومقدار آن را بيابيد.

حل : افراز
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مثال: فرض كنيد
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آيا                    بر بازه ]1و [0است.
حل: فرض كنيد:


  
[image: image41.wmf]1

x

 

...

x

2

1

x

 

...

x

x

0

P

n

k

1

-

k

1

þ

ý

ü

î

í

ì

=

<

<

<

<

<

<

<

=

=



[image: image42.wmf]å

=

D

=

n

0

i

i

i

(f)

M

)

f,

u(p,

a

a



[image: image43.wmf]å

=

=

=

D

=

n

0

i

k

k

i

i

x

1)

-

(2

x

x

a



[image: image44.wmf]2

1

 x

inf

)

f,

u(p,

 

inf

fd

k

=

=

=

ò

a

a

1

0



[image: image45.wmf]å

å

=

=

D

-

=

D

=

=

k

k

i

i

i

i

n

1

i

-x

1)

-

(2

-x

x

(f)

m

)

f,

L(p,

a

a

a



[image: image46.wmf]2

1

-

 x

-inf

)

(-x

 

sup

)

f,

L(p,

 

sup

fd

k

k

=

=

=

=

®

ò

a

a

1

0

  
[image: image189.wmf])

R(

f

a

Î

لذا                   بر ]1و0[ 
قضيه 6-8 (شرط ريمان)
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شرط لازم و كافي براي اينكه                    آنست كه
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فرض كنيد                    در اينصورت بنا به خاصيت شخصه سوپريمم و اينفيمم به ازاي هر           
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اكنون بگيريد 
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 در اينصورت به ازاي هر افزار 
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بر عكس اگر شرط ريمان برقرار باشد آنگاه چون به ازاي هر افزار p داريم:
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چون    اختياري است لذا                                    . يعني                     

لم: اگر Mi و mi به ترتيب inf, sup تابع f بر [xi-1 , xi] باشند آنگاه 
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اثبات

فرض كنيد x,y دو نقطه دلخواه از بازه [xi-1 , xi] و نيز فرض كنيد x<y در اينصورت مقادير f(y) , f(x) بين مقادير min , max است بنابراين داريم:
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لذا mi- Mi يك كران بالا براي مجموعه 
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لذا 
اگر C<0 آنگاه چون sup (-A) = -inf A لذا 
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لذا 
اثبات    ب) فرض كنيد h = f+g چون

[image: image125.wmf]B

 

sup

supA

B)

sup(A

B)

(A

 

inf

 

B

 

inf

 

A 

 

inf

+

£

+

£

+

£

+


لذا به ازاي هر افراز p


        L(p,f,α) + L(p,g,α ≤ L(p,h,α) ≤ u(p,h,α)
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 لذا براي هر 
       بنا به خاصيت مشخصه سوپريمم و اينفيموم افراز p وجود دارد بطوريكه 
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جمع روابط 1 و 2 و استفاده از (*) بدست مي آوريم 
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چون 
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 اختياري است لذا حكم ثابت است.
اثبات ج)

فرض كنيد  p افراز دلخواهي از [a,b] باشد آنگاه چون 
Mk (f) ≤ MK (g)                        , mk (f) ≤ mk (g)
لذا       
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اثبات    د)
با توجه به اينكه     (α + β) (x) = α(x) + β(x)
لذا به ازاي هر افراز p داريم: 
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 داده شده بنا به خاصيت مشخصه سوپريمم افرازهاي p2 , p1 وجود دارند بظوريكه
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لذا با فرض  
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چون 
[image: image149.wmf]e

اختياري است لذا

[image: image150.wmf](2)

          

fd

 

fd

)

(

 

fd

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

ò

ò

ò

+

£

+


از (1) و (2) نتيجه مي شود
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با تبديل f به -f در رابطه 3 بدست مي آوريم
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از 3 و 4 حكم بدست مي آوريم
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قضيه 6-16 اگر 

بر [a,b] و a<c<b آنگاه 

     بر [a,c] و [c,b] داريم:
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اثبات: براي راحتي در كار در اثبات قضيه به ازاي هر 

و افراز p از بازه [a,x] نماد 
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    بر [a,b] لذا بنا به شرط ريمان
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اكنون بگيريد 
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