روشهای ریاضی جستجوی عملیات
M/M/C با شاخص شغلها ( شغلهای حساس)

خلاصه:

ما بررسی می کنیم صف M/M/C را در جاییکه مشتریان یک موقعیت بحرانی را ، موقعیکه ،زمان اقامت موقت متجاوز از یک زمان تصادفی است ،واگذار می کنند. کرانهای بالایی و پایینی برای توزیع تعداد شغلهای حساس از دو سیستم اصلی اصلاح شده ، گرفته می شوند. دو سیستم اصلاح شده می توانند بطور موثری حل شوند. محاسبات عددی ،توان روش را نشان می دهند.
کلید واژه ها: M/M/C ، اولویت صف ، کرانها ، روشهای ماتریسی

1- تعریف:

ما بررسی می کنیم صف [image: image1.png]M(A)/M(u)/c



را در جاییکه مشتریان یک موقعیت بحرانی را ، موقعیکه ،زمان اقامت موقت متجاوز از یک زمان تصادفی است ،واگذار می کنند. این زمان به طور تشریحی با پارامتر [image: image2.png]


 تعمیم داده شده است. شاخص مشتریان ،برای هر یک از شاخصها ،اولویت انحصاری دارد( بنابراین اگر شاخص مشتریان در صف منتظر باشند ، سرورها هرگز به شاخص مشتریان توجه نمی کنند). در برنامه کاربردی که ما در نظر داریم ، زمانی که ، زمان صف بندی یک شغل متجاوز از زمان تصادفی باشد،مشتریان repairjob و سرورها تعمیرکارها (مهندسین) هستندو repairjob بحرانی (حساس ) نامیده خواهد شد و علت اینکه کند کاری تاسیسات درست از کدام repairjob  سرچشکه گرفته است ، مشخص می شود. یک مثال در این زمینه کارخانه قند است ، جاییکه چغندر قند تصفیه می شود. کارکنان فنی چنین کارخانه ایی که تاسیسات را نگهداری می کنند ، شامل مهندسینی هستند که در طول شیفت عملیاتی چغندر قند کار می کنند. این عملیات که روی چغندر انجام می شود یک دوره صد روزه ، از زمان برداشت چغندرها و تصفیه آنها در کارخانه می باشد. مدیریت کارخانه قند علاقه مند به تاخیر در پروسه تعمیراتی  است که از مشکلات  فنی تاسیسات بوجود آمده است. ما repairjob  و مهندسین را به عنوان صف خدمتگزار چند گانه طراحی کرده ایم . repairjob زمانی که صف بندی آن متجاوز از یک زمان تصادفی داده شده باشد ، بحرانی محسوب می شود و آنگاه با آن بر اساس اولویت رفتار می شود. با فرض اینکه مشکلات طبق فراین پواسون بدست می آید ما به مدل شدح داده شده در بالا می رسیم که در آن کار تعمیر با یک نرخ نمایی انجام و شغلها با یک نرخ نمایی بحرانی یا حساس می شوند.البته این نوع مدل می تواند بعنوان اولین مدل تخمینی مورد استفاده قرار گیرد.  مقادیر اساسی جالب برای مدیریت ، مجموع زمان در طول عملیات است که شامل شغلهای تعمیراتی حساس و میانگین این شغلهای حساس می باشد. سیستم می تواند با یک فرایند مارکوف دو بهدی نمایش داده شود ، با حالتهای (m,n) که m تعداد شغلهای بدون حساسیت و n تعداد شغلهای حساس در سیستم است. پیدا کردن یک راه حل صریح برای احتمالات ثابت این فرایند مارکوف ،کاری مشکل است. و ما برای انجام این امر تلاش نخواهیم کرد. در عوض کرانهای بالا یی و پایینی برای توزیع تعداد شغلهای حساس از دو سیستم اصلی اصلاح شده بدست خواهند آمد که برای حل شدن آسانتر هستند. تعداد شغلهای بدون حساسیت در این دو سیستم با یک آستانه قطعی ، کراندار است. در مدل کران پایین ، این امر با نپذیرفتن یک شغل جدید ،چنانچه تعداد شغلهای بدون حساسیت به آستانه رسیده باشند ، مشخص می شود. در مدل کران بالا ، یک شغل جدید در این حالت بلافاصله بحرانی محسوب می شود. آستانه وسیع بهتر از کرانها خواهد بود ،اما تلاش بیشتر برای محاسبه کرانها صورت می گیرد . توجه اینکه ،موقعی که شغلهای زیادی در سیستم اصلی وجود دارد ،اکثر آنها حساس خواهند بود. بنابراین فردی ممکن است پیش بینی کند که کرانها برای تعدیل تقریبی مقادیر آستانه مشکل هستند. دلیل اینکه چرا کرانهای بالا و پایین سیستم آسانتر از بکارگیری مدل اصلی هستند این است که فرایند مارکوف توضیح می دهد که این سیستمها فقط یک متغیر غیر کراندار به نام n دارند . بنابراین آنها ذاتاً یک بعدی می باشند. در واقع این فرایندها ، فرایند تولد و مرگ نامیده می شوند ، که بطور  موثری می توانند با استفاده از روش هندسی ماتریسی Neuts حل شوند. 
اثبات کرانها با توجه به روش تکنیکی مارکوف مشابه روش بکار گرفته شده برای [4, 5, 6, 7, 1, 2] است. در این منابع فرایندهای ابتدایی مارکوف که مدل اصلی و مدل کرانهای پایین و بالا را نمایش می دهند به زنجیره های معادل مارکوفی تبدیل می شوند.سپس از طریق استقرا نشان داده می شود که برای هر تعداد متناهی دوره ، عمل کرد اجرایی مدل اصلی بین عملکردهای اجرایی دو مدل کراندار قرار گرفته است. برقراری تعداد دوره ها ، بازده بی نهایت را برای میانگین اجرا در پی دارد. تفسیر در زنجیر مارکوف فقط زمانی امکان پذیر است که میزان انتقال کراندار باشد . در این حالت ،این امر برای مدل کران بالا و پایین برقرار است ولی برای مدل اصلی برقرار نیست. بنابراین ،ما کانالهای عبوری با تفاوت اندک را داریم . ابتدا ما ثابت می کنیم که تعداد شغلهای بحرانی یا حساس در مدل کران پایین (بالا) ،با افزایش آستانه ، به طور اتفاقی افزایش (کاهش)می یابد.این با استفاده از تکنیک شرح داده شده در بالا برقرار است. سپس با نشان دادن اینکه توزیعهای تعدادی از شغلهای حساس در مدل کران بالا و پایین ، وقتی که آستانه به بی نهایت میل می کند ،به مدل اصلی همگرا است ، اثبات تمام می شود. در واقع،ما بیشتر از آنچه در منابع ذکر شده  است اثبات میکنیم و بدین ترتیب نه تنها کرانها بهبود می یابند بلکه آنها همدیگر را همپوشانی نیز می کنند. تکنیک پاداش مارکوف استفاده شده در این مقاله که برای قابل محاسبه کردن کرانها مورد استفاده قرار گرفته است ، یک ابزار قدرتمند برای خواص کیفی مثل: ویژگیهای یکنواخت در شبکه های صف بندی شده یا بهینه سازی خطی مش صفهای موازی می باشد.

 مدل با جریان ورودی اضافی شغلها که هر کدام با توجه به تحقیق De Waal [12] and Van Rooij [11].  حساس هستند شروع می شود. آنها این امکان را برای شرح نگهداری پیشگیرانه و تعمیر اجزا در تاسیسات استفاده می کنند ، مانند تاسیسات یک پالایشگاه نفت. در این مدل کار تعمیرات اصلاحی ،(یعنی مارهای حساس) بر کارهای پیشگیرانه اولویت دارند . اما ، نگهداری پیشگرانه یک جزء میتواند به نگهداری اصلاحی تبدیل شود.این حالت زمانی اتفاق می افتد که  اجزایی که  در حال انتظار هستند ،دچار ایراد می شوند. آنها تقریب را برای بخشی از کارهای تعمیرات پیشگیرانه را که به اصلاحی تبدیل می شوند و میانگین زمان نگهداری پیشگیرانه را افزایش می دهند رابکار میبرند.
مقاله به صورت زیر مرتب شده است. در بخش دوم ما مدلها را توضیح می دهیم . کرانها در بخش 3 و تحلیل ماتریسی- هندسی در مورد مدل کران بالا و پایین به طور مختصر در فصل 4 توضیح داده شده اند .ما نتایج عددی را در فصل 5 نشان داده ایم .بخش آخر به نتیجه گیری و توضیحات اختصاص دارد.
2- مدلها 

ما بررسی می کنیم صف [image: image3.png]M(A)/M(u)/c



را در جاییکه مشتریان یک موقعیت بحرانی را ، موقعیکه ،زمان اقامت موقت متجاوز از یک زمان تصادفی است ،واگذار می کنند. این زمان به طور تشریحی با پارامتر[image: image4.png]1/6



 تعمیم داده شده است. شغلهای حساس یک اولویت خاص نسبت به شغلهای بدون حساسیت دارند. در مدل کران بالا و پایین ،مکانیزم اصلاح شده ایی وجود دارد مبنی بر اینکه تعداد شغلهای بدون حساسیت هرگز بیشتر از آستانه T نیستند ، آنگاه در مدل کران پایین این شغلها رد می شوند و در مذل کران بالا آن شغلها بلافاصله حساس یا بحرانی میشوند. فرایندهای مارکوف سه مدل هستند. حالت سیستم اصلی که با زوج مرتب (m,n) بیان می شوند که در آن m تعداد شغلهای بدون حساسیت و n تعداد شغلهای حساس در سیستم هستند. از حالت (m,n) به حالت (m+ 1,n) با نرخ [image: image5.png]


 (معلوم) و به حالت  (m- 1,n+ 1) با نرخ [image: image6.png]mb



تغییراتی وجود دارد. دو انتقال متناظر دیگر نیز وجود دارد ، یعنی (m,n - 1) با نرخ حداقل [image: image7.png](n,c)u



 (انحراف یک شغل حساس) و اگرn < c باشد آنگاه انتقال به نرخ  (m- 1,n) با نرخ حداقل [image: image8.png](c—n,mu



 امکان پذیر است (انحراف یک شغل غیر حساس). 
حالتهای کران بالا و پایین ،محدود به زوج (m,n) با شرط m < T هستند. در سیستم کران بالا و پایین ،انتقالات همانند سیستم اصلی است ، به استثنای اینکه در حالت (T,n) انتقالات به (T+1, n) با نرخλ جایگزین انتقال با همان نرخ به (T,n) و  (T,n+1) به ترتیب در سیستم کران پایین و بالا می شود. 
[image: image9.png]Original Model Lower bound Model Upper bound Model
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Fig. 1. Transition rates for the three models with ¢ = 1




چون در سیستم اصلی و سیستم کران پایین تعداد کل کارها معادل و به صورت M/M/C است شرط 
cμ>λ لازم است و برای این قرار گرفتن این سیستمها در حالت ergodic  کافی می باشند.سیستم کران پایین کار را خراب می کند ،بنابراین آنها اگر سیستم اصلی ergodic باشد ،ergodic هستند. انتقال نرخها برای سه مدل با c=1 در شکل 1 نشان داده شده است. برای مدلهای با کران بالا و پایین ،ما تفاوتها را فقط نسبت به مدل اصلی نشان می دهیم. در بخش بعدی ما ثابت می کنیم که تعداد شغلهای حساس یا بحرانی در مدل کران بالا به طور تصادفی بزرگتر از تعداد آنها در مدل اصلی است. اثبات برای مدل کران پایین نیز بهمان نحو است و بنابراین از آن صرفنظر می کنیم.
3- اثبات کرانهای بالا

ما ابتدا مدلهای کران بالای با آستانه T و T+1 را مقایسه می کنیم. فرض می کنیم [image: image10.png]


 یک متغیر تصادفی مبنی بر تعداد شغلهای حساس در مدلی با آستانه T باشد. سپس بر اساس نتایج ثابت خواهیم کرد که :
قضیه 301: برای هر T>=0  داریم [image: image11.png]


. 

فرض می کنیم T>=0 و N>=0 ثابت هستند.اکنون باید نشان دهیم که:

[image: image12.png]P(L% = N)>P(Ljy.,=N)




فرض می کنیم [image: image13.png]Or



 مولد مدلی با آستانه T باشد. تعادل آن توزیع [image: image14.png]nr



 می دهد [image: image15.png]


.
با توجه به این فرایند مارکوف ،ما زنجیره مارکوف را با انتقال ماتریس [image: image16.png]I+ 407



 که در آن [image: image17.png]4>0,



 ،اما بقدر کافی برای [image: image18.png]I+ 407



 کوچک ،نا منفی تعریف می کنیم.بوضوح زنجیر مارکوف همان تعادل توزیع [image: image19.png]nr



 را در فرایند مارکوف دارد. از این رو با برقراری (1) می توانیم روی زنجیر مارکوف [image: image20.png]I+ 407



 و [image: image21.png]I+ 4014



با فرض [image: image22.png]1/(A+cu+ (T +1)0)



= ∆ متمرکز شویم. همراه با این زنجیرها ما ارزش مرحله اول C(m,n) را اگر n>=N باشد ،1 و در غیر اینصورت 0 تعریف می کنیم.برای [image: image23.png]vx(m,n)



 و[image: image24.png]wi(m,n)



 به ترتیب هزینه مورد انتظار پیش از k دوره را با آستانه T و T+1 و (m,n) هم بعنوان اولین مرحله تعریف می کنیم. بعلاوه ما [image: image25.png]


 را در نظر می گیریم. در ادامه ما به طریق استقرا و از راه برهانی نامساوی ،برای توابع[image: image26.png]


 ثابت می کنیم:
لم 302: برای هر k>=0 داریم:

[image: image27.png]i) we(m,n+1) 2 we(m,n), 0<m<T+1,n>0;
(ii) we(m+1,n) > wi(m,n), 0<m<T,n>0;
(itl) we(m,n+1) = wi(m+1,n), 0<m<T,n>0.




در نامساوی (i) و (ii) بهتر است با شغلهای کمتر در سیستم شروع کنیم و در حالت (iii) جالب است که شغلهای حساس را به شغلهای بدون حساسیت تغییر دهیم.توجه اینکه ارزش تابع نیز همین نامساویها را به ما می دهد .

لم 302 برای اثبات نتیجه زیر تعیین کننده است (ضمیمه را ببینید)
لم 303:برای هر k>=0 و هر (m,n) با [image: image28.png]0<m<T



 و [image: image29.png]nx0,



  داریم:

[image: image30.png]v(m,n) = wi(m,n)



.

از لم 303 ما نتیجه میگیریم که :

[image: image31.png]Wi (m, n)
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و بنابراین اثبات قضیه 301 کامل می شود. 

بعداً ما نشان میدهیم که تعادل توزیع [image: image32.png]


 ،مدل کران بالا با آستانه T ، وقتی که T به سمت بی نهایت میل می کند به طور ضعیف همگرا به تعادل توزیع[image: image33.png]


 مدل اصلی است. 

قضیه 304: [image: image34.png]d
ar — nas T — co.




اثبات :
قرار میدهیم [image: image35.png])=y ar(mn)

min=k




تعادل روند در داخل و خارج مجموع حالتهای (m,n) با فرض m+n<=0 این را می دهد که 

[image: image36.png]min(k + 1, c)unr(k + 1) = Anr(K)



 (توجه اینکه برای مدل کران پایین مابجای = علامت <= داریم ). از اینرو بلافاصله برای [image: image37.png]A<cu



 و T مستقل ، احتمالات [image: image38.png]


 به صورت نمایی کاهش می یابد. و آن پیرو این امر است که مقدار گسیختگی  اندازه احتمالات [image: image39.png]{nr,T=0,1,...}



 روی[image: image40.png]S = {(m,n) e N?}



 کم باشد. به طور مفهومی ،با قضیه Prohorous ، گروه [image: image41.png]{nr}



 نسبتاً فشرده است ، یعنی اینکه زیر دنباله[image: image42.png]nT,



 دارای یک زیر دنباله اضافی  [image: image43.png]Ty



  است که به طور ضعیف به تعدادی از اندازه های احتمالات مجزای [image: image44.png]


 روی S همگرا است. حد اندازه احتمالات [image: image45.png]


 باید تعادل معادله های مدل اصلی را برقرار کند و از این رو برابر [image: image46.png]


 است. بنابراین هر زیر دنباله [image: image47.png]Ty



 به حد [image: image48.png]


 همگرا است و این قضیه را نتیجه می دهد.
فرض میکنیم [image: image49.png]


 تعدادی شغل حساس در مدل اصلی باشد . قضیه 304و 301 نتیجه میدهند که توزیع [image: image50.png]


 به [image: image51.png]


 به طور یکنواخت همگرا است.

نتیجه فرعی 305 :[image: image52.png]P(L% >N)| P(L>N)asT — oo for each N > 0.




میانگین [image: image53.png]


 و [image: image54.png]


 به ترتیب با [image: image55.png]


 و L نشان داده می شوند. از قضیه همگرای یکنواخت ما می توانیم نتیجه بگیریم که میانگین نیز همگرا است.
نتیجه فرعی 306: [image: image56.png]Ly |
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در مدل کران پایین مشابهاً[image: image57.png]


 برقرار است و در نتیجه های فرعی به جای [image: image58.png]


 از [image: image59.png]


استفاده می شود.
4- تجزیه و تحلیل مدل کران بالا:

در این بخش ما بطور خلاصه تحلیل مدل کران بالا را توضیح می دهیم.که بر پایه تئوری هندسی ماتریسی Neuts استوار است.تحلیل مدل کران پایین هم مشابه مدل کران بالا است . مدل کران بالا با فرایند مارکوف ساده نشدنی ، با حالت (m,n) که در آن m تعداد شغلهای بدون حساسیت و n تعداد شغلهای حساس در سیستم است قابل توصیف می باشد. فضا به زوجهای مرتب با شرط (m<=T) محدود شده است. برای 
n=0,1,2,…. حالتهای (0,n) , (1,n) , … , (T,n) را تعریف میکنیم.سپس ما حالتهای مکان را به سطوح c و c+1 و .... تقسیم بندی میکنیم و سطوح 0 و1 و ... و c-1 را با رفتار انتقالی کمتر منظم ،در یک گروه کرانی قرار میدهیم . برای این تقسیم بندی ،مولد [image: image60.png]


 بشکل زیر مشخص شده است:
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بلوکهای A0 و A1 و A2 مارتیسهای مربعی از مرتبه T+1 است. ماتریسهای B00 و B01 وb10 به ترتیب دارای بعد [image: image62.png](T+1D)xe(T+1), (T+1D)x(T+1)



 و [image: image63.png](T+1) xe(T+1)



هستند. برای [image: image64.png]A< cu



 سیستم ergodic است. پس تعادل بردار احتمالات [image: image65.png]nr



 وجود دارد. ما [image: image66.png]nr



 را به داخل بردار[image: image67.png]


 از حالتهای کرانی و به داخل دنباله [image: image68.png]<
e,y
)




 که [image: image69.png]


 تعادل بردار احتمالات روی سطح n است ،تقسیم بندی می کنیم. توجه اینکه مولد A0+A1+A2 تحول ناپذیر (ساده نشدنی)هستند،بنابراین می توانیم از قضیه 1-5-1 نتیجه گیری میکنیم که :
[image: image70.png]3)
np=nfR"°, n=c,




جایی که ماتریس R به عنوان جواب حداقل نامنفی یک ماتریس معادله درجه دوم مشخص شده است.
[image: image71.png]Ao+ RA1 + R4, =0




بردارهای  [image: image72.png]


 و [image: image73.png]


 از موقعیتهای کرانی پیروی میکنند.

[image: image74.png]b e[ Boo Bn -0
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و معادله نرمال ساز [image: image75.png]=1
> re+ap(I-R)e=1
=0



است.
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Fig. 2. Bounds for L as a function of 4 for # = ¢ = 1 and @ = 0.25 with T varied as 2 and 3




که در آن e بردار ستونی با طول T+1 و همه درایه های معادل 1 هستند. برای تعیین R ،الگوریتمهای موثر را گسترش می دهیم. اکنون از تعادل توزیع [image: image77.png]nr



برای تعیین ویژگیهای اجرایی عمومی استفاده می شود. برای نمونه ،برای [image: image78.png]


 ، ما با گذاشتن (3) مشخص کردیم که:
[image: image79.png]oo =l
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5- نتایج عددی 

این بخش به نتایج عددی اختصاص داده شده است. در شکل 2 ما نرخ همگرایی کرانها را برای تعداد شغلهای حساس به عنوان یک تابع از[image: image80.png]


  ، برای حالت [image: image81.png]


 و [image: image82.png]8 =0.25



 نشان داده ایم. خطوط خط چین ، کرانها برای T=2 هستند ،خطوط نقطه چین ،کرانها برای T=3 هستند.
نتایج نشان میدهد که کران بالا به سرعت به مقادیر دقیق همگرا است و برای تراکم کار بالا ، این کران خیلی از کران پایین بهتر است. ظاهراً تغییرات شغل بدون حساسیت بر روی L ندارد، اما فشار خرابی کار ،قابل توجه است. خوشبختانه برای تولید با مدل کران بالا ، می توان از کران پایین برای L به خوبی استفاده کرد.

این مورد در زیر توضیح داده شده است.
[image: image83.png]‘Table 1. Performance characteristics. In all examples we have set cu = 1
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تعداد شغلهایی که در واحد زمان، بحرانی می باشند باید با تعداد شغلهای حساس که در واحد زمان سیستم را ترک می کنند ،متعادل باشند. از اینرو 
[image: image84.png](Laymye — L)O= A2, )




که در آن [image: image85.png]Lyymse



 میانگین تعداد شغلها در یک سیستم M/M/C است و [image: image86.png]I



 بخشی از شغلهایی که حساس هستند می باشد. 

[image: image87.png]I



 برابر است با :

[image: image88.png]f =§; PL>




مجموع سمت راست ،تعداد شغلهای بحرانی ترک کننده سیستم در واحد زمان است. ما می توانیم رابطه 4 را برای تولید کران پایینی (بالایی) برای L از کران بالا (پایین) برای [image: image89.png]I



 استفاده کنیم.
به معنای دیگر ، با یک مدل کران ، میتوانیم برای L کران پایینی را به خوبی کران بالا تولید کنیم. در شکل 2 ما نشان دادیم که کران پایینی برای L از کران بالایی برای [image: image90.png]I



 بدست می آید که [image: image91.png]I



 با مدل کران بالایی T=3 تولید شده است.به وضوح این کران برای L ،بهتر از بدست آمدن آن از مدل کران پایین با T=2 است.
در جدول 1 ما فهرست چندین مقدار برای [image: image92.png]


 و [image: image93.png]


 داریم که میانگین تعداد شغلهای بحرانی L است و احتمالات [image: image94.png]


 و تقسیم [image: image95.png]I



 از شغلهایی که حساس هستند می باشند. در همه مثالها در جدول 1 ما داریم [image: image96.png]u=1

Je



 و همچنین [image: image97.png]


 برابر نرخ شغل سرورهاست . مقدارT ،حداقل آستانه مورد نیاز برای بدست آوردن میزان عملکرد با دقت لیست شده را نشان می دهد. محاسبه L فقط بر مبنای مدل کران بالایی است. ما در جدول 1 دیدیم که ویژگیهای اجرایی  می تواند به درستی برای ارزشهای متعادل قبلی T تعیین شوند. برای هر مثال ،محاسبه زمان بوسیله یک PC  486 ،تقریباً یک زوج مرتب درجه دوم  است. ما این بخش را به پایان می رسانیم با مقایسه میانگین تعداد شغلهای حساس در سیستم M/M/C ،جاییکه شغلها بعد از یک زمان نمایی با میانگین [image: image98.png]1/6



 و سیستمی که بعد از یک زمان قطعی ، بحرانی می شوند.
[image: image99.png]Table 2. Comparison of the mean number of critical
jobs for an exponential and deterministic deadline
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فرض میکنیم که میانگین تعداد شغلهای بحرانی را در سیستم ،با فرجه نمایی و قطعی به ترتیب با[image: image100.png]


 و [image: image101.png]


 نشان می دهیم. داریم که : [image: image102.png]Ly =AC




C زمان پیش بینی شده برای شغلی که بحرانی شده است می باشد. زمان صف بندی برای شغل به طور نمایی با پارامتر [image: image103.png]


 توزیع شده است و داریم:

[image: image104.png]



بنابراین

[image: image105.png]Lo=e b0 _A_




در جدول 2 ما [image: image106.png]


 و [image: image107.png]


 را برای چند مقدار [image: image108.png]


 و [image: image109.png]


 مقایسه کرده ایم. نتایج نشان میدهند که میانگین تعداد شغلهای حساس بطور مساعد برای توزیع ضرب العجل بحرانی ،غیر حساس هستند ،مگر زمانی که هم [image: image110.png]


 و [image: image111.png]


 کوچک باشند. اگر [image: image112.png]


 خیلی کوچک باشد [image: image113.png](0 < u/10)



 بنظر میرسد که برای کران شغلهای بحرانی بجای شغلهای غیر بحرانی مناسب باشد. این امر می تواند با رد کردن انتقال یک شغل به حالت بحرانی اگر که ناشی از انتقال تعداد شغلهای بحرانی متجاوز از آستانه T باشد درک شود .بعلاوه ما مجبوریم که ماکزیمم نرخی را که شغل بحرانی می باشد را [image: image114.png]MO



 در نظر بگیریم. می توانیم ثابت کنیم که این مدل می تواند کران پایینی را برای توزیع شغلهای بحرانی تولید کند.
6- نتیجه:

دیدیم که این امکان وجود داردکه ما کرانهای بالایی و پایینی را برای توزیع تعدد شغلهای بحرانی با مقایسه سیستم اصلی با دو سیستم تعدیل شده ،نتیجه گیری کردیم. سیستم کران بالایی وپایینی برای تجزیه و تحلیل خیلی آسانتر از سیستم اصلی هستند ،چون آنها از یک راه حل ماتریسی استفاده می کنند. همچنین آسان است که ما تجزیه و تحلیل را برای حالتی گسترش دهیم که شغلها از همان لحظه ورود ، بحرانی هستند . این مدل در [11,12] بررسی شده اند. بعلاوه این امکان وجود دارد که ما کرانها را برای اجرای سیستم با انواع فاز منتظر و یا خدمت رسانی بدست بیاوریم.در این حالت ، اگرچه موقعیت مکانی خیلی بزرگتر از سیستم نمایی است ، اما ما باید اطلاعات اضافی وضعیت شغلها و فرایند خدمات در حالت توصیفی را بحساب آوریم.

پیوست:
اثبات لم 302: اثبات از طریق استقرا انجام می شود. چون [image: image115.png]


 پس نامساویها برای k=0 برقرار هستند. فرض می کنیم که (i)-(iii) برای k برقرار باشد ،پس ما می خواهیم برقراری آنرا برای k+1 بدست آوریم . استقرا را برای (i) بکار می بریم و برای مراحل دیگر هم می توان مشابهاً بکار گرفته شوند:

حالت a : [image: image116.png]m<T+1n2>ec.



 

[image: image117.png]Wi (m,n+1) = e(m,n+ 1) + diwi(m+ 1,n + 1) + AmOwi(m — 1,n + 2)
+ Acpwe(m,n) + (1 — A4+ cu -+ mB))we(m,n + 1),
Wicr1(mym) = c(m, ) + Adowi(m + 1,m) + Ambwi(m — 1,n + 1)

+ depwi(myn 1) + (1 = A+ cu+ mb))wi(m,n) .




از مقایسه طرف راست معادله های بالا می بینیم که برای k+1 ، (i) برقرار است و با فرض استقرای (i) داریم:
حالت b: [image: image118.png]m<T+ln<em=c—





[image: image119.png]Wiz (myn+ 1) = c(m,n + 1) + ddw(m + 1,n + 1) + AmOwe(m — 1,n + 2)
+ Anpwi(m, n) + Auwi(m,n)
+d(c—n—1pwe(m—1,n+1)

(1= A(A+ e+ mO))we(m,n+ 1),




[image: image120.png]Wt (m,n) = c(m,n) + AdAwi(m + 1,n) + AmBwi(m — 1,n + 1)
+ dnwi(m,n — 1) + dpwe(m — 1,n)
+ A(c—n— Duwlm—1,n)

+ (1= 4(A + cu+ mB))wi(m, n)




از فرض استقرای (i)-(ii) بدست می آوریم که[image: image121.png]Wi41(m, n).



 [image: image122.png]Wis1(m,n+ 1) =




حالت c : [image: image123.png]m<T+1In<em<c—n




[image: image124.png]Wi (m,n+ 1) = c(myn+ 1) + A2wg(m + 1,0+ 1) + dmfwi(m — 1,n+ 2)
+ dmpwi(m — 1,n+ 1) + Angowi(m, n) + Apw(m, n)
+ (1 =40+ (m+n+ Du+mO)we(mn+1),
Wiep1(m,n) = c(m,n) + ddwi(m + 1,n) + Ambwi(m — 1,n + 1)
+ dmpwie(m — 1,m) + Anpwi(m,n — 1) + Apwi(m, n)

+ (1 = 4(A+ (m+n+ 1)u+m0))w(m,n) ,




ما بدست می آوریم که [image: image125.png]Wir1(myn+ 1) = wesq(m,n)




اثبات سه حالت بالا با m=T+1 فقط نیاز به تغییرات واضحی دارد.

اثبات لم 303:

دوباره اثبات بوسیله استقرا انجام می شود. برای k=0 نامساوی 2 برقرار است ، فرض میکنیم که نا مساوی 2 برای k هم برقرار باشد ،ثابت می کنیم برای k+1 هم برقرار است . برای اثبات این حالت ما دو وضعیت m<T و m=T داریم،اما فقط دومین موقعیت ،موقعیت جالبی است . برای m=T و n>=c داریم:

[image: image126.png]vesr(Tyn) = (T, n) + Ahe(T,n + 1) + AT00(T — 1,n+ 1)
+ Aepn(T,n = 1) + (1 = A(k+ e+ TO)ui (T, n)
wet(T,n) = e(T,n) + Aiwi(T + 1,m) + ATOW(T = 1,n+ 1)

+ deyw(Tyn = 1)+ (1 = A4+ e+ TO)wa(T,m) .




[image: image127.png]Os1(T,m) = w1 (T, n) = Aok (T, n+ 1) — wi(T + 1,m))

2 AAo(T,n+1) —wi(T,n+ 1)) 20,




نا مساویهای اول و سوم بر طبق استقرا و دومین نامساوی از (iii) لم 302 بدست می آیند.
حالت m=T و n<c با استفاده از همین روش انجام میشود.
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