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  پيشگفتار
  فجوـد مـونـيـوق پـداي فـخ  به نام رب خداي پشته و صف

  ادرـق  حي م وـيـلـد عـداونـخ  چرـراكـ استخداي الگوريتم و
  خرج كه عالم را مرتب كرد بي ازي و درجـس بـرتـخداوند م

  يكنم حرف اضاف دگر بس مي   خداي هر درخت و هر گرافي
ها از نظر  چه كه پيش روي شماست حاصل كوششي است در جهت آموزش نحوه تحليل الگوريتم آن

ه اين نكته بپردازم كه چرا اين مبحث و چرا در اين درس؟ مبحث تحليل ابتدا اجازه بدهيد ب. زمان اجرا
هايي است كه توسط شوراي عالي انقلاب  كتابها يكي از مباحث موجود در  زمان اجراي الگوريتم

 بنابراين پرداختن يا ،اند ها معرفي شده ها و الگوريتم فرهنگي به عنوان مرجع براي درس ساختمان داده
  .آن مانند هر مبحث ديگري از مباحث درس ساختمان داده استنپرداختن به 

هاي گوناگون وجود داشته و تكرار  بسياري از مباحث موجود در رشته مهندسي كامپيوتر در درس
هايي كه از  و يا طبق سنتدهند  ها با توافقاتي كه بين خود انجام مي شوند، بنابراين اساتيد اين درس مي

حذف نموده و ممكن است يك يا چند مبحث را از يك درس اند،  شده ه اجرا ميگذشته به صورت نانوشت
تري بپردازند، بدون آن كه دانشجو از آشنايي با آن  در عوض به يك يا چند مبحث ديگر به طور وسيع

  .مبحث محروم شود
لگوريتم ها در درس طراحي ا ها و به طور كلي تحليل و طراحي الگوريتم مبحث تحليل زماني الگوريتم

 است كه يا اين مبحث در درس چند سالي به همين دليل ،گيرد به طور گسترده مورد بررسي قرار مي
  .شود اي گذرا به آن بسنده مي  به اشارهكه گيرد و يا آن ختمان داده مورد بررسي قرار نمياس

م به گذراندن افزار ملز جويان گرايش سخت مشكلي كه در اين ميان به وجود آمده اين است كه دانش
تر به اين درس رغبت نشان  درس طراحي الگوريتم نيستند و به عنوان يك درس اختياري نيز كم

ها در آزمون كارشناسي ارشد ذيل عنوان درس  دهند، از سوي ديگر از مبحث تحليل زماني الگوريتم مي
كلاه  ر اين وسط بيافزا شود، بنابراين سر مهندسين سخت ساختمان داده هر ساله سوالاتي مطرح مي

افزار داشته  فوايد زيادي براي مهندسين سختها  تحليل الگوريتمآشنايي با نحوه از سوي ديگر  !ماند مي
 علاوه بر اين .ها را ياري خواهد نمود هايشان آن  ديد لازم در طراحيي يابي به گستره و در دست

لگوريتم در درس ساختمان داده، در افزار نيز در صورت آشنايي با مقدمات طراحي ا مهندسين نرم
  .درس طراحي الگوريتم مطالب را بهتر خواهند آموخت

داده به صورت  اختماناين مبحث در كنار درس سمقدمات ارائه عوامل فوق باعث شد تا برآن شوم تا 
ك  درس طراحي الگوريتم در يبراي گذراندنرا  لازم ي انگيزهتر را فراهم نموده و سعي نمايم  پررنگ
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افزار و چه حتي فناوري  افزار، چه نرم چه سخت(فضاي رقابتي براي تمامي دانشجويان مهندسي كامپيوتر 
  .ايجاد نمايم )اطلاعات

هاي بازگشتي و  ازيم سپس گريزي به رابطهردپ در اين جزوه ابتدا به بررسي مقدمات اين مبحث مي
در . دهيم بحث تحليل زماني را ادامه ميزنيم و سپس  ها به روابط غير بازگشتي مي نحوه تبديل آن

هايي از هر يك از اين  هاي طراحي الگوريتم داشته و شما را به نمونه قسمت پاياني جزوه نگاهي به روش
تر با مباحث شيرين طراحي الگوريتم آشنا  كنيم شما را هر چه بيش نماييم و سعي مي ها آشنا مي روش
  .سازيم

هاي  مربوط به درساي درسي استاد ارجمند سركار خانم آقايي ه در تدوين اين جزوه از جزوه
هاي گوناگون درس و تست   ساختمان گسسته و طراحي الگوريتم استفاده شده است، همچنين كتاب

، و نهايتا از اند مرتبط با درس ساختمان داده هر جا كه لازم بوده است مورد استفاده قرار گرفته
  . نيز استفاده شده استپديا و رشد هاي ويكي دانشنامه
 ي تهيه گيرد و از سوي ديگر در جا كه اين نخستين بار است كه اين جزوه مورد استفاده قرار مي از آن

شما . رسد آن مشكل محدوديت زماني وجود داشته است، امكان وجود اشكال در آن طبيعي به نظر مي
 را جانب اين اين جزوه نهر چه پربارتر شد نظرات پيشنهادات و انتقادات خود در ي توانيد با ارائه مي

از  توانيد مي جانب اين تماس با جهت. تر شدن آن فراهم كنيد  و زمينه را براي هر چه كاملياري نماييد
 مشاهده  دريافت و استفاده نموده و برايcom.gmail@mohsennowruziنشاني پست الكترونيكي 

 استفاده com.persiangig.computerarea.www نشاني توانيد از مينسخه الكترونيكي اين جزوه 
  .نماييد

  د                                                         تا چه قبول افتد و چه در نظر آي
                                                     محسن نوروزي           

 1385 پاييز –                                                          دانشگاه صنعتي اصفهان 
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  الگوريتم
د توانن  ها مي اين روش. له ارايه شودابراي حل مس شناخت آن لازم است تا روشي له واپس از بررسي مس

 با كند به دست آيد يا  له را حل ميال و به دلخواه كسي كه مسيدر حل مسا با استفاده از تجارب قبلي
الگوريتم در واقع روشي  .هاي رياضي و منطقي صورت پذيرد هاي علمي مبتني بر تحليل استفاده از روش

حل مناسبي  راه داده وبررسي قرار  منطقي مورد و هاي رياضي ل را با استفاده از تحليلياست كه مسا
 .كند  براي آن ارايه مي

انجام يك عمل است كه با  هاي خوش تعريف براي ي متناهي از دستورالعمل مجوعه الگوريتم يك
اي متناهي  ، مجموعهالگوريتم .رسيد داشتن يك حالت اوليه به حالت پاياني مشخص و متناظري خواهد

اگر به ترتيب خاصي اجرا شوند، اند و  ن ابهام بيان شدهو بدو هاست كه به صورت دقيق العملراز دستو
 .رود كار مي له بهابه عبارت ديگر، الگوريتم روشي گام به گام است كه براي حل مس. شود مي له حلامس

  
  تاريخچه

 كتاب معروف. گرفته شده است قرن نهم رياضي دان محمد ابن موسي خوارزمي واژه الگوريتم از نام

 ل محاسباتي است از راهيهاي مختلف براي حل مسا خوارزمي كه حاوي دستورالعمل لهالجبر و المقاب

طريق آوانگاري آن در زبان  از(ترجمه اسپانيايي آن در اروپا شناخته شد و نام عربي او، الخوارزمي، 
 ."ليدستورهاي حل مسا"مترادف شد با ) يياروپا هاي اسپانيايي و سپس ورود آن به ديگر زبان

قرن  اطلاق مي شد، اما در اعداد عربي با محاسبات در اصل تنها به قوانين انجام حساب متالگوري كلمه
له يا انجام ااين كلمه شامل تمام روش هاي معين حل مس در حال حاضر. بسط يافت "الگوريتم"به  18

 از  تحليلييادداشت هايي بر موتورهاي كامپيوتر، نوشته شده براي اولين الگوريتم. يك كار مي شود

 نوشته شد و به خاطر آن، بسياري او را يلاديم1842  بود كه در سال «Ada Byron» ادا بايرون

 خود را كامل نكرد، اين موتور تحليلي هرگز چارلز بابيج به هر حال، چون. دانند مي نويس برنامه اولين

مشكلاتي را براي  1"ريفهاي خوش تع رويه "درتعريف  دقت رياضي نبود. الگوريتم بر آن اجرا نشد
 معرفي اين مشكل تا حد زيادي با. پديدآورد 20قرن  و اوايل 19قرن  دانان منطق ها، و دان رياضي

 تنظيم شد، و اين بيان كه هر روش الن تورينگ كه توسط كامپيوتر ي ازعماشين تورينگ، مدلي انتزا

 جمله به اين(سازي است، رفع شد   با يك ماشين تورينگ قابل شبيه"هاي خوش تعريف رويه"توصيف 

با ماشين تورينگ و ساير مطالب مربوط به آن در درس نظريه ()معروف است Church-Turing قضيه
: امروزي يك الگوريتم اين است تعريف رسمي. )ها به صورت كامل آشنا خواهيد شد ها و ماشين زبان

اش  مشابه هاي شكل اص و يا يكي ازخ يك الگوريتم، رويه اي است كه بر يك ماشين تورينگ كاملا
  .قابل اجرا باشد

                                                 
1-well-defined routines 
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  الگوريتممفهوم
جزئيات لازم وبه صورت مرحله به  ها كه با زبان دقيق و قابل فهم به همراه العمل اي از دستور به مجموعه

ها نيز مشخص باشد  و شروع وخاتمه آن كند  دنبال مي اي اجرا شده كه هدف خاصي را مرحله به گونه
را  توان الگوريتم را به يك ماشين تشبيه كرد كه مقادير معلوم  عبارت ديگر مي به. گويند  تم ميالگوري

 .كند  را ارايه مي لهاهاي مس دهد ودر پايان خواسته  دريافت كرده روي آن محاسباتي انجام مي

 ل وجوديل مساح در كامپيوتر  كاري بينيد رابطه نزديكي بين مفهوم الگوريتم ونحوه  طور كه مي همان
اي طراحي كنيد كه براي  ل را به گونهيتوانيد حل مسا  مي روش الگوريتم استفاده از بنابر اين با ،دارد

  .كامپيوتر نيز قابل فهم باشد تبديل به زبان
الگوريتم يكي از  .له استاشيوه حل يك مس مفهوم روش تكنيك و الگوريتم در اصطلاح به معني و

شود كه براي حل يك   ها اطلاق مي دستور العمل باشد كه به فهرستي از  امپيوتر ميترين مفاهيم در ك مهم
 .طي نمود بايست گام به گام  له ميامس

ل يدر زندگي روزمره با مسا  الگوريتم بد نيست به اين نكته توجه كنيد كه همهتر با بيشبراي آشنايي 
له ادر برخورد با يك مس .كنند  دام ميها اق آن مختلفي سروكار دارند كه به طريقي نسبت به حل

 . توان به طور كلي داراي پنج گام دانست  له را مياحل مس. هاي گوناگوني براي حل وجود دارد شيوه

  له امس طراحي الگوريتمي براي حل- 3لهاتجزيه وتحليل مس- 2له اتعيين نيازهاي مس - 1
  . بررسي وآزمودن نتيجه- 5 پياده سازي الگوريتم- 4
 به علاوه در اين. كند  را در رسيدن به روش مناسبي براي حل آن ياري مي ما لهاي نيازهاي مس شناساي

نتيجه مهم برسيد كه در جهت  گاهي ممكن است به اين. شوند  مرحله ابزارهاي مورد نياز نيز شناخته مي
ز شناسايي كامل پس ا. اطلاعات بيشتري در مورد آن دارند له به همكاري افرادي نياز داريد كهاحل مس

 له يا همان مفروضات داده شدهاهاي مس در اين گام ورودي. رسد  وتحليل آن مي له نوبت به تجزيهامس

حل و ابزارهاي اين كار را  كنيم و بالا خره روش  يين ميعله را تاشناسيم سپس خروجي يا پاسخ مس  را مي
 .شود  ز ميبعد آغا اما بحث اساسي از گام سوم به. نماييم  انتخاب مي

 :مثال

شخصي را در نظر بگيريد كه تصميم به تعويض يك چرخ ماشين پنچر شده خود دارد پس الگوريتم 
 :شود  همانند زير طراحي مي

 شروع .1

 جك را زير اتومبيل بگذاريد .2

 هاي چرخ پنچر شده را باز كنيد پيچ .3

 چرخ را خارج كنيد .4
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 چرخ يدكي را جاي آن بگذاريد .5

 ها را محكم كنيد پيچ .6

 برويد6اند به مرحله  ها سفت نشده ر پيچاگ .7

 جك را پايين بياوريد .8

 پايان .9

  
  تعريف دقيق الگوريتم

اكنون كه با الگوريتم تا حدي آشنا شديم اجازه بدهيد تعريف ارايه شده براي الگوريتم را از كتاب 
  :با هم مرور كنيم) تاليف اليس هارويتز و ديگران (cها به زبان  ساختمان داده

ها هدف خاصي حاصل  كردن آنها است كه با دنبال  ي محدودي از دستورالعمل مجموعه: مالگوريت
  )باشد هايي است كه هدف آن حل مساله مي به عبارت ديگر نوعي توالي از گام.(شود مي

  :هر الگوريتم بايد داراي خصوصيات زير باشد
  .هر الگوريتم بايد هيچ و يا چند ورودي داشته باشد: ورودي .1
 . هر الگوريتم بايد حداقل يك خروجي داشته باشد:خروجي .2

 .وضوح و خالي بودن از هرگونه ابهام: قطعيت .3

از طريق هر .(خاتمه يابد) با پايان(هر الگوريتم بايد پس از طي مراحل محدودي : محدوديت .4
 .)هاي الگوريتم كدام از مسير

  ).تي با قلم و كاغذقابليت اجرا به صورت دس(پذير بودن هر دستورالعمل انجام: كارآيي .5
اين جمله از جزوه درس (اجازه بدهيد تعريف فوق و معيارهاي ذكر شده را در يك جمله متمركز كنيم

كه مراحل انجام كاري را با دقت و ها  مجموعه محدودي از دستورالعمل): شود طراحي الگوريتم نقل مي
اتمه كار مشخص باشد، الگوريتم جزئيات كافي بيان كند، به طوري كه ترتيب اجراي مراحل و شرط خ

  .نام دارد
  

  . وجود دارددر آزمون كارشناسي ارشدفوق تعريف و معيارهاي ذكر شده امكان طرح سوال از : 
كننده كدام خاصيت الگوريتم   بيان"دستورالعمل خالي بودن از هرگونه ابهام در مورد "عبارت :  
  است؟

  ارآييك. 4     محدوديت. 3   قطعيت. 2    ابهام. 1
  ! واضح است2صحيح بودن گزينه : 
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  گوريتم و برنامهلتفاوت ا
 اما يك برنامه لزوما پايان )) از معيارهاي فوق4مورد (محدوديت(پذير باشد هر الگوريتم بايد حتما پايان

به جز در مواقع (پذيرد گاه پايان نمي اي است كه هيچ به عنوان نمونه سيستم عامل برنامه. پذير نيست
  .و دائما در يك سيكل انتظار است تا برنامه بعدي وارد شود) بي يا خاموش شدن سيستمخرا
  .امكان طرح سوال از نكته فوق در آزمون كارشناسي ارشد وجود دارد: 

  :تفاوت برنامه و الگوريتم در اين است كه:  
  .تواند داراي ابهام باشد الگوريتم بايد داراي قطعيت باشد ولي برنامه مي .1
 !پذير نيست گوريتم بايد پايان پذير باشد اما برنامه لزوما پايانال .2

 .تواند ورودي نداشته باشد اما يك برنامه حتما ورودي دارد الگوريتم مي .3

  .برنامه و الگوريتم دو مفهوم معادل هستند .4
  ! واضح است2صحيح بودن گزينه : 

  
  ها اي بر تحليل الگوريتم مقدمه

 متعددي وجود داشته باشد كه هر كدام مزايا و معايب هاي  الگوريتماله ممكن استسبراي حل هر م
هاي گوناگوني وجود دارد، به  حل كه براي يك مساله خاص راه خود را دارد، در عين حال علاوه بر اين

  .هاي گوناگوني براي طراحي الگوريتم براي مسايل مختلف وجود دارد طور كلي نيز روش
  مختلف براي عمل ضرب دو عدد وجود دارد؟لگوريتم اكنيد چند  فكر مي:  سوال

ها معيارهاي  شناسيد را نوشته و براي هر كدام از آن هايي كه براي ضرب مي تمام الگوريتم: تمرين  
  .را مورد بررسي قرار دهيدذكر شد  الگوريتم اي كه براي  گانه5

 كدام الگوريتم براي ه است كه واقعاًاحتمالا در حين انجام تمرين فوق اين سوال به ذهن شما خطور كرد
ضرب دو عدد بهترين الگوريتم است و چرا؟ خوب كافي است كمي صبر داشته باشيد تا با معيارها و 

هاي  ها را از ديدگاه ها آشنا شويد سپس خواهيد توانست اين الگوريتم هاي تحليل الگوريتم روش
  . توجه به نوع كاربرد مورد نظرتان انتخاب نماييدگوناگون با هم مقايسه كرده و الگوريتم برتر را با

توان از  ها موثرند، به عبارت ديگر براي تحليل يك الگوريتم مي عوامل گوناگوني در ارزيابي الگوريتم
ها را از دو ديدگاه زمان و حافظه مورد  اما معمولا الگوريتم منظرهاي گوناگوني به الگوريتم نگريست،

تعيين كارآيي ها  منظور از تحليل الگوريتم به عبارت ديگر ،دهند يل قرار مينياز مورد تجزيه و تحل
سازي  كه نياز به پياده فضاي حافظه مورد نياز است، بدون آنالگوريتم برحسب زمان مورد نياز و 

  .الگوريتم باشد
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ه بر موارد ي ظريفي نيز در اين بين وجود دارد، ممكن است بگوييد كه در مورد هر الگوريتم علاو نكته
نويس به دو روش  سازي آن هم اهميت دارد، مثلا يك الگوريتم را ممكن است دو برنامه فوق نحوه پياده
سازي شود و روي چه  با چه زباني پيادهكه يك الگوريتم  از سوي ديگر اين. سازي نمايند گوناگون پياده

اجازه بدهيد تمام اين عوامل را . تتاثير نيس افزاري مورد اجرا قرار گيرد نيز در تحليل آن بي سخت
  .بندي كنيم سازي دسته پيادهتحت عنوان 

. سازي موثر هستند بنابراين در تحليل يك الگوريتم سه ويژگي حافظه مورد نياز، زمان اجرا و نيز پياده
سازي در سطح كارشناسي از آن صرف نظر  هاي موجود در بررسي پياده معمولا با توجه به پيچيدگي

  .پردازند بيشتر به دو مورد ديگر ميو كرده 
اكنون كه وارد اين بحث شديم اجازه بدهيد بگويم كه قسمتي از عوامل كه مربوط به تعيين حافظه مورد 

افزار است قسمت مهمي از علم كامپيوتر  نياز و زمان اجراي يك الگوريتم به صورت مستقل از سخت
گيري  قسمت ديگر عوامل كه سنجش و اندازه. شود مياز آن ياد است كه تحت عنوان تئوري پيچيدگي 

افزاري كه روي آن  شود، كارآيي و زمان اجراي الگوريتم را با توجه به سخت اجراي برنامه ناميده مي
پردازيم و در مورد  هايي از تئوري پيچيدگي مي در ادامه به بررسي بخش. كند شود ارائه مي جرا ميا

  .كنيم اه بسنده ميبخش دوم تنها به اشاراتي كوت
ها بپردازيم اجازه بدهيد با ذكر يك  قبل از آنكه وارد بررسي ميزان حافظه و زمان لازم براي الگوريتم

شود تا با  ها باعث مي مشخص شدن اهميت الگوريتم. ها را بررسي كنيم مثال اهميت تحليل الگوريتم
  :ين مثال توجه كنيدتري به ادامه بحث توجه كنيد پس ابتدا به ا شور و شوق بيش

. ثانيه زمان نياز داردn2×4-10 به ميزان nاي به اندازه  فرض كنيد الگوريتمي داريم كه روي نمونه: 
  .دهد  هاي گوناگون نشان ميnجدول زير زمان اجرا براي 

 nمقدار   )تقريبي(زمان مورد نياز

  10   ثانيه1/0
  20   دقيقه2

  30   شبانه روز1
  38  ! سال1

 100اند كه سرعتي معادل  با تلاش فراوان كامپيوتري ساخته كنيد كه مهندسين كامپيوتر فرضحال 
كند و حل   تغيير ميثانيهn2×6-10برابر سرعت كامپيوتر فوق دارد، در اين صورت زمان اجرا به صورت 

تنها افزار   به يك سال زمان نياز دارد، به عبارت ديگر افزايش سرعت سخت=45nيك مساله با نمونه 
  . عدد به تعداد نمونه در طول يك سال افزوده است7
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افزار روي الگوريتم كار كرده و براي اين  كه مهندسين كامپيوتر به جاي كار روي سختحال فرض كنيد 
حال به جدول .  نياز داردثانيه3n×2-10 به زماني معادلnاند كه براي نمونه  مساله الگوريتمي طرح كرده

  :زير توجه كنيد
 nمقدار   )تقريبي(ن مورد نياززما

  10   ثانيه10
  20   دقيقه1
  30   دقيقه5
  1500  ! سال1

  
اين مثال ميزان تاثير تحليل و بهينه نمودن . بينيد كه كارآيي به نحو قابل توجهي تغيير كرده است مي

  .كند الگوريتم را مشخص مي
  

  :ها از ديدگاه ميزان حافظه مورد نياز بررسي الگوريتم
هاي  هاي فضاي ثابت و نيازمندي نيازمندير كلي ميزان حافظه مورد نياز يك برنامه را به دو دسته به طو

  :كنند ميفضاي متغير تقسيم 
فضاي مورد نياز براي الگوريتم كه به تعداد و اندازه ورودي و : هاي فضاي ثابت نيازمندي )1

ها، فضاي لازم براي  هاي ثابت شامل فضاي دستورالعمل مندي نياز. بستگي نداردخروجي 
  .ها است متغيرهاي ساده، ساختارها و ثابت

اي كه الگوريتم بر روي آن  جا ميزان حافظه بستگي به نمونه در اين: هاي فضاي متغير نيازمندي )2
افظه تابعي از اندازه نمونه است، همچنين نياز به شود دارد، به عبارت ديگر اين مقدار ح اجرا مي

 اجرا I كه روي نمونه pبراي الگوريتم . گيرد ع بازگشتي را نيز دربرميفضاي اضافي براي تواب
تر بگوييم  اگر بخواهيم ساده. دهند  نشان ميSp(I) را با فضاي متغير مورد نياز معمولا شود مي

 بستگي Iبه تعداد، اندازه و مقادير ورودي و خروجي مربوط به نمونه هاي فضاي متغير  نيازمند
 .دارد

 نشان دهيم، خواهيم  S(p) را با pبراي الگوريتم هاي فضاي كل مورد نياز  ه نيازمنديدر صورتي ك
هاي فضاي متغير   نيازمنديSp(I)هاي فضاي ثابت و   نيازمنديc كه در آن S(p)=c + Sp(I): داشت
 ها است، هاي خاصي از تحليل الگوريتم جا روي بخش طور كه پيشتر گفتيم تاكيد ما در اين همان. است

هاي فضاي متغير  هاي فضاي ثابت مورد نظر ما است چرا كه نيازمندي در اين مورد هم بيشتر نيازمندي
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اجازه بدهيد با . شود بستگي داشته باشد نويسي كه الگوريتم با آن پياده مي ممكن است به زبان برنامه
  :تر كنم چند مثال بحث را روشن

ها  جمع آن  به عنوان ورودي دريافت كرده و حاصلكه يك الگوريتم سه عدد صحيح رافرض كنيد : 
هاي  هاي فضاي ثابت دارد و نيازمندي اين الگوريتم تنها نيازمندي. گرداند را به عنوان خروجي برمي

  .فضاي متغير آن برابر صفر است
ها را  جمع آن فرض كنيد الگوريتم مورد نظر ما يك آرايه از اعداد را دريافت كرده و حاصل :
هاي  جا پاسخ به نحوه ارسال داده  در اينكنيد؟ در مورد فضاي مورد نياز آن چه فكر مي. گرداند برمي

فرض كنيد از زبان پاسكال براي : اجازه بدهيد بيشتر توضيح بدهم. ورودي به برنامه بستگي دارد
شود به   ارسال ميآرايه به صورت مقداري به برنامهسازي اين الگوريتم استفاده كنيم، در اين زبان  پياده

شود، بنابراين در اين حالت  عبارت ديگر تمام آرايه قبل از اجراي برنامه در حافظه موقت كپي مي
 sumاگر نام الگوريتم خود را . جا با تعداد اعضاي آرايه برابر است نيازمندي فضاي متغير در اين

سازي   براي پيادهcض كنيد از زبان حال فر.  اندازه آرايه ورودي استn كه Ssum(I)=n: بگزاريم داريم
شود به عبارت ديگر  الگوريتم استفاده كنيم، در اين حالت آرايه به صورت ارجاعي به برنامه ارسال مي

شود، بنابراين  ، تنها آدرس اولين عنصر آرايه به برنامه ارسال ميكه آرايه چند عضو دارد مستقل از اين
   .Ssum(I)=0در اين حالت 

خروجي بحث كرده و ر مثال فوق به نحوه خروجي توجه نشده است، روي حالات گوناگون د: تمرين 
  .پاسخ فوق را تكميل كنيد

سازي نماييم در اين صورت تحليل  خواهيم مثال فوق را به صورت بازگشتي پياده  كنيد ميفرض: 
خيره كند و نيز آدرس در حالت بازگشتي كامپايلر بايد  متغيرهاي محلي را ذكند؟  فوق چه تغييري مي

در اين مثال فضاي لازم براي يك فراخواني بازگشتي، . برگشت هر فراخواني بازگشتي را داشته باشد
در صورتي كه براي هر عضو آرايه . هاي مورد نياز براي دو پارامتر و آدرس بازگشت است تعداد بايت

 بايت فضا 2براي هر آدرس بازگشت و نيز ) افزار است كه وابسته به سخت( بايت فضا اختصاص يابد2
 8 بايت فضا در نظر گرفته شود در مجموع هر فراخواني به 4جمع نيز  اختصاص يابد و براي نوع حاصل

 فضاي متغير نياز n8 عضو داشته باشد در مجموع به nبنابراين در صورتي كه آرايه . بايت فضا نياز دارد
  .است

بحث تحليل فضا مورد نياز وجود دارد بيش از اين به اين مبحث هاي زيادي كه در  با توجه به پيچيدگي
 منظور ما پس از اين، از فضاي مورد نياز الگوريتم همان نيازمندي فضاي ثابت است مگر .پردازيم نمي
به اين ترتيب بار ديگر بايد بگويم كه فضاي حافظه مورد نياز براي . كه خلاف آن صراحتا ذكر شود آن

 حافظه مورد نياز الگوريتم بدون در نظر گرفتن فضاي لازم براي ورودي و خروجي الگوريتم، ميزان
  ).شود اين فضا معمولا بر حسب بيت بيان مي(است
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  : مورد نياززمانها از ديدگاه  بررسي الگوريتم
ي مورد نياز و نيز  ها سه عامل زمان اجرا، حافظه طور كه مشاهده نموديد در بررسي الگوريتم همان
سازي  اي بر عهده دارند اما  به دليل پيچيدگي محاسبات موجود از تحليل پياده سازي نقش عمده هپياد

شود، بنابراين  به بررسي حافظه نيز اهميت چندان زيادي داده نمينظر شده و  جز در موارد خاص صرف
ر ادامه ابتدا با د. ها است ترين عامل در تحليل الگوريتم مانده يعني زمان اجرا اصلي تنها عامل باقي

شويم سپس گريزي به روابط بازگشتي زده و پس از آن بحث  مقدماتي از تحليل زمان اجرا آشنا مي
  .كنيم تحليل زمان اجرا را دنبال مي

ها بايد مورد توجه قرار گيرد، اين است كه زمان اجرا  يكي از نكاتي كه در تحليل زمان اجراي الگوريتم
شود، چرا كه  سنجيده نمي...) مانند دقيقه ، ساعت و ( ديگرلزماني متداوبر حسب ثانيه يا هر واحد 

طور كه در  شوند و ما همان هاي گوناگون اجرا مي افزارهاي مختلف با سرعت  عمليات پايه در سخت
 و زبان افزار تر به بررسي زمان اجرا به صورت مستقل از سخت ابتداي اين نوشته متذكر شديم بيش

  .مند هستيم علاقه نويسي برنامه
ها را برحسب  كاري كه براي حل اين مشكل ارائه شده است، اين است كه زمان اجراي الگوريتم راه

  .ها بسنجيم) elementary operation(تعداد عمليات پايه يا 
Elementary operation :ها از بالا به ثابتي محدود  زمان مورد نياز آناي هستند كه  عمليات ساده

  . مانند جمع ، ضرب، تقسيم، تفريق، انتساب، مقايسه و ساير عمليات منطقيشود، مي
يا تست از بين اعضاي يك آرايه ) minimum(چون يافتن يك مقدار حداقل عملياتي هم: تذكر
  .شوند عمليات پايه محسوب نمي... پذيري يا محاسبه فاكتوريل و  بخش
 است اين است كه تابع در چه حالتي از نمونه مورد ي ديگري كه در تحليل زمان اجرا حائز اهميت نكته

به عنوان مثال هنگامي كه قصد داريم الگوريتمي براي مرتب كردن اعضاي يك . گيرد تحليل قرار مي
به همان ترتيبي دهد كه در ابتدا اعضاي آرايه  آرايه بنويسيم بهترين حالت براي نمونه هنگامي رخ مي

، مرتب شده باشند و بدترين حالت، حالتي است كه اعضاي آرايه در )ليصعودي يا نزو(خواهيم كه ما مي
البته انتخاب بهترين و بدترين حالت تا حدودي بستگي به الگوريتمي كه (جهت عكس مرتب شده باشند

علاوه بر تحليل در بهترين حالت و تحليل در بدترين ). رود هم دارد، چرا؟ سازي به كار مي براي مرتب
  .مند هستيم كه الگوريتم را در حالت متوسط تحليل كنيم لاقهحالت، گاهي ع

به !) سازي يك آرايه كه خود مرتب است مثلا مرتب(جا كه اجراي الگوريتم در بهترين حالت از آن
اي بوده  دهد و از سوي ديگر تحليل الگوريتم در حالت متوسط، مستلزم محاسبات پيچيده ندرت رخ مي

ر در هر مكان بايد قواعد احتمال را هم دخالت داد، معمولا الگوريتم را در و براي قرار گرفتن هر عنص
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يك حسن ديگر در تحليل زمان اجراي الگوريتم در بدترين حالت اين . كنند بدترين حالت تحليل مي
  .تر از زمان محاسبه شده نياز دارد در اين حالت مطمئن هستيم كه تابع به زماني كماست كه 

يك تابع تعريف بايد  كم كار تحليل زمان اجرا را آغاز كنيم، براي اين كار ابتدا خوب بهتر است كم
به عبارت ديگر اگر .  از اندازه ورودي استعايد اين تابع يك تاب طور كه احتمالا حدس زده كنيم، همان

 آن اجرا اي است كه الگوريتم بر روي  همان اندازه نمونهn نشان دهيم f(n)تابع زمان مورد نياز را با 
را تحليل جاز نظر زمان اتر بگوييم، هنگامي كه يك الگوريتم را  اگر بخواهيم خيلي ساده. شود مي
اي  تواند به ما بگويد كه به كار بردن اين الگوريتم با نمونه رسيم كه مي  ميf(n)كنيم به تابعي مانند  مي

  :ه مثال زير توجه كنيدتر شدن بحث ب براي روشن. به هر اندازه، به چه زماني نياز دارد
  . را براي آن بيابيدf(n)كد يك الگوريتم به صورت مقابل باشد، تابع  فرض كنيد شبه: 

For i=1 to n do 
 For j=i to n do 
  S=s+i+j; 

  :شود توجه كنيد  انجام ميf(n)اكنون به تحليلي كه براي به دست آوردن تابع 
i=1  i=2  i=3  ... i=k  ...  i=n 
j=1...n j=2...n j=3...n  j=k...n   j=n 
n time  n-1 time n-2 time  n-k time   1 time 

  : داريمf(n)بنابراين در مورد تابع 
F(n)= n + n-1 + n-2 + ... + n-k + ... + 1=

2
)1( +nn  

ي در محاسبه ايد كه تعداد محاسبات پايه موجود درون حلقه هيچ تاثير حتما به اين نكته توجه كرده
f(n)مثلا در مثال بالا تعداد .  نداردelementary operation تا 2ها مثلا   تا است اما اگر تعداد آن3 ها 

  .كرد  هيچ تغييري نميf(n)هم بود جواب ...  تا يا 5 تا يا 4يا 
  . شما را ياري نمايدf(n)تواند در يافتن تابع  روابط زير مي:  يادآوري

n
n

i
=∑

=1
1     2

)1(
1

+
=∑

=

nni
n

i
 ∑∑ = )()( ifcicf   

6
)12)(1(

1

2 ++
=∑

=

nnni
n

i
 

هايي  چنين الگوريتم ها از رهيافت بازگشتي استفاده مي كنيم و هم از آنجا كه ما در بسياري از الگوريتم
كه با  قبل از آنين كنند بنابرا  از رهيافت بازگشتي استفاده مي،شوند كه با روش تقسيم و حل نوشته مي

هاي محاسبه زمان اجرا آشنا شويم، خوب است روش تبديل روابط بازگشتي به غير  قواعد و تكنيك
ايد بنابراين  هاي گسسته با اين كار آشنا شده شما در درس ساختمان(بازگشتي را با هم مرور كنيم 

  ).د مراجعه كنيد گسسته خوهاي تر به جزوه درس ساختمان توانيد براي يادآوري بيش مي
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  :هاي تبديل روابط بازگشتي به روابط غير بازگشتي مروري بر تكنيك
  !كند تابعي است كه براي تعريف از خود تابع استفاده مي: تعريف تابع بازگشتي

  :هاي تبديل روابط بازگشتي به روابط غير بازگشتي روش
  : روش حدس هوشمندانه-1

  . دست آوريدچند مقدار اوليه از تابع را به ) الف
  )حدس هوشمندانه(.اي بين مقادير ايجاد كنيد سعي كنيد رابطه) ب
    .رابطه را به صورت رياضي بنويسيد) ج
  .توانيد از استقراء استفاده كنيد براي اطمينان از درستي رابطه مي) د

  .ماييدسعي كنيد با استفاده از روش حدس هوشمندانه رابطه زير را به فرم غير بازگشتي تبديل ن: 
F(n)=3 F(n-1) + 4 F(n-2) + 6           F(0)=1          F(1)=2 

  :كنيم ابتدا چند مقدار اوليه تابع را محاسبه مي
F(2)=16 F(3)=62 F(4)=256 F(5)=1022 
اكنون زمان حدس زدن يك رابطه و بيان آن به صورت رياضي است، كمي به مقادير محاسبه شده دقت 

  تواند به صورت زير باشد يك حدس براي جواب مي! كنند ين مقادير خودنمايي مي در ب4هاي  كنيد توان
     4n     n=2k 
F(n)= 
     4n-2     n=2k+1 

  !ي كساني باشد كه به صحت آن اطمينان كافي ندارند تواند به عهده اثبات اين رابطه مي
  :هاي هوشمندانه ديگران  استفاده از حدس-2

هاي زيادي به هم  و از سوي ديگر برخي از روابط بازگشتي شباهت! شمند نبودهجا كه همگان هو از آن
  .كنيم هاي هوشمندانه موجود استفاده مي هايي خاص از روابط بازگشتي از حدس دارند، در تبديل دسته

ايد و يا در حال گذراندن آن هستيد،  در صورتي كه درس معادلات ديفرانسيل را گذرانده: تذكر
نسيل چه كه در درس معادلات ديفرا شود و آن هايي كه در ادامه معرفي مي جود بين روشتشابهات مو

  .تواند براي شما جالب باشد گيرد، مي مورد بحث قرار مي
  :با ضرايب ثابت) متجانس(روابط بازگشتي خطي همگن) الف

  a0F(n) + a1F(n-1) + a2F(n-2) + ... +  akF(n-k)=0 :                                              كليفرم 
 F(n)=xn:                        حدس هوشمندانه

  a0xk + a1xk-1 + a2xk-2 + ... +  ak=0:                        فرم معادله مشخصه
 F(n)=c1(r1)n + c2(r2)n  + ... +  ck(rk)n :                             يفرم جواب عموم

  : بار تكرار شده باشد، داريمmها   در بين ريشهriشه مانند در صورتي كه يك ري
  :riفرم جواب عمومي با فرض تكرار 
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F(n)= ...+ ci(ri)n + ci+1n(ri)n + ci+2n2(ri)n +...+ ci+knk-1(ri)n + ... 
  :رابطه فيبوناچي را به صورت غير بازگشتي بنويسيد: 

F(n) = F(n-1) + F(n-2)                           F(0)=0        F(1)=1 
 :حل

F(n) - F(n-1) - F(n-2)=0 

ها ريشه  x2-x-1=0 : معادله مشخصه  : r1= 2
51+  r2= 2

51−  

F(n)=C1( 2
51+ )n + C2( 2

51− )n  

  :ثابتبا ضرايب ) نامتجانس(روابط بازگشتي خطي ناهمگن) ب
a0f(n) + a1f(n-1) + ... +  akf(n-k) = b0             : فرم كلي

nP0(n) + b1
nP1(n) + b2

nP2(n) +  ...  

  ... و به همين ترتيب d1 از مرتبه P1 و d0 از مرتبه P0در معادله فوق 
a0xk + a1xk-1 + ... +  ak)(x-b0)d:                        فرم معادله مشخصه

0
+1(x-b1)d

1
+1....=0(  

  . بار تكرار شده باشد، مشابه حالت همگن استmها   در بين ريشهriدر صورتي كه يك ريشه مانند 
  : را به صورت غير بازگشتي بنويسيدزيررابطه : 

F(n) - F(n-1) = 3 n2                           F(0)=7        F(1)=10 
 :حل

F(n) - F(n-1) = 3 n2 × 1n 

ها ريشه 3=0              (x-1)4=0(x-1)(X-1) : معادله مشخصه  : r1, r2, r3, r4=1 
F(n)=C1(1)n + C2n(1)n + C3n2(1)n + C4n3(1)n  

  . را خودمان بيابيمF(3) و F(2) در مثال فوق بايد C4 تا C1براي محاسبه : تذكر
آيند بعد از اعمال  هاي تقسيم و حل به دست مي در تبديل روابط بازگشتي كه در تحليل الگوريتم: نكته

 T(n)=aT(n/b)+g(n).             كنيم يك تغيير متغير از روش فوق استفاده مي

  :رابطه زير را به صورت غير بازگشتي بنويسيد: 
T(n) = 4 T(n/2) + n  

  .كند زير تغيير مي، رابطه به صورت ) در حالت كليn=2k) n=bk با فرض: حل
  T(2k) = 4 T(2k-1) + 2k 

  1n×   t(k) = 4 t(k-1) + 2k                                                                                 :    متغيرتغيير

ها ريشه               0=(X-2)(X-4) : معادله مشخصه  : r1 =2   , r2 =4 
t(k)= C14k + C22k       T(n)=C14log

2
n + C22log

2
n       T(n)=C1n2 + C2n 

پس از . شود ها خودداري مي هاي ديگري نيز وجود دارد كه جهت طولاني نشدن بحث از ذكر آن حالت
بري براي محاسبه مرتبه اجرا بدون تبديل روابط بازگشتي به  معرفي مرتبه اجرا، روابط ميان
  .غيربازگشتي معرفي خواهند شد



 18

  :علائم مجانبي
البته ممكن است چيزي از اين مبحث (ايد،  يات آشنا شدهها قبلا در رياض احتمالا شما با مبحث مجانب
  .كنند ها عمل مي مجانبدر واقع علائم مجانبي نيز مانند !) اكنون در خاطر شما نباشد

اي كه اين علامت بر  وظيفه.  استO يا بيگ اُشويم  ترين علامت مجانبي كه با آن آشنا مي اولين و مهم
  : است زيرتعريف اين علامت مجانبي به صورت .ستعهده دارد محدود كردن تابع از بالا

 در اين F(n)≤Cg(n) داشته باشيم n≥Nبه ازاي هر  پيدا شوند به طوري كه  N و Cهرگاه دو ثابت 
 را در نظر F(n)مثلا تابع .  استg(n) از مرتبه F(n)گوييم   و ميF(n)=O(g(n))  نويسيم صورت مي

  F(n)=7n3 + 4n2 + 5n + 6  :                            بگيريد
  ... و F(n)=O(n5) و F(n)=O(n4) و F(n)=O(n3):               در مورد اين تابع داريم

بنابراين معمول اين است كه . كنند كنيد توابع زيادي در رابطه فوق صدق مي طور كه مشاهده مي همان
F(n)ترين   را از مرتبه كوچكg(n)كنند، مثلا در مورد  ضويت استفاده مي موجود گرفته و يا از نماد ع

   .F(n)ЄO(n3)گويند  است و يا مي n3 از مرتبه F(n)گويند  مثال فوق يا مي
نهايت   به سمت بيn وقتي F(n)رسد حالت حد  در صورتي كه مطالب بالا كمي براي شما گنگ به نظر مي

  .ي شما باشدتواند راهنماي خوبي برا كند را به ياد آوريد، اين حالت مي ميل مي
 سوال مطرح Oهاي مطرح شده از درس ساختمان داده فقط از علامت مجانبي  هر چند كه در تست

  :شود، اما اجازه بدهيد با تعريف ساير علائم مجانبي به صورت كاملا مختصر آشنا شويم مي
 علامت تعريف اين.  استΩ(n)رود  دومين علامت مجانبي كه براي محدود كردن از پايين به كار مي

  :مجانبي به صورت زير است
 در اين F(n)≥Cg(n) داشته باشيم n≥N پيدا شوند به طوري كه  به ازاي هر N و Cهرگاه دو ثابت 

  :مثلا براي مثالي كه در قسمت قبل مطرح شد، خواهيم داشت . F(n)=Ω(g(n))  نويسيم صورت مي
F(n)=Ω(n3) و F(n)=Ω(n2) و F(n)=Ω(n) نويسيم  نيز معمولا ميدر اين حالت ...  وF(n)ЄΩ(n3)  

كند، در مورد  نهايت را معين مي اين علامت به نحوي برابري در بي.  استӨعلامت مجانبي بعدي 
  :تعريف اين تابع داريم

  F(n)=Ө(g(n)):  در اين صورتF(n)=Ω(g(n)) و F(n)=O(g(n)): اگر داشته باشيم
 F(n)=Ө(n3)مثلا در مورد مثال قبلي داريم 

وجود دارند كه ... لامت مجانبي ديگر نيز براي به شدت محدود كردن تابع از بالا و پايين و چند ع
ايد كه هنگامي   حدس زدهӨ(n)احتمالا در مورد . ها از حوصله اين بحث خارج است پرداختن به آن

 صحيح است كه حد كسر F(n)=Ө(g(n))رابطه 
)(
)(

ng
nFمقدار ثابت و غير صفر نهايت برابر با يك در بي 

  .باشد
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چند تابع  بپردازيم اجازه بدهيد سرعت رشد Oكه به بيان و بررسي قضاياي موجود درباره  قبل از آن
 :مختلف را با هم مقايسه كنيم

 b>a>1 و k>i>2با فرض 
Ө(log n) < Ө(n) < Ө(n log n) < Ө(n2) < Ө (ni) < Ө(nk)< Ө(an)< Ө(bn)<Ө(n!)< Ө(nn) 

  ي فوق آيا روابط زير برقرار هستند؟  توجه به رابطهبا: سوال
O(log n)< O(n) < O(n log n) < O(n2) < O (ni) < O(nk)< O(an)< O(bn)<O(n!) < O(nn) 
Ω(log n)< Ω(n)< Ω(n log n) < Ω(n2) < Ω(ni) < Ω(nk)< Ω(an)< Ω(bn)<Ω(n!) < Ω (nn) 

 هاي مربوط به تعيين مرتبه اجرا قضيه

  :در مورد جمع و ضرب داريمگاه   آنH(n)=O(g2(n)) و F(n)=O(g1(n))اه داشته باشيم هرگ: 1قضيه 
F(n) + H(n) = O( g1(n) + g2(n)) 
F(n) × H(n) = O( g1(n) × g2(n)) 

 .اما در مورد تقسيم و تفريق اين روابط لزوما درست نيستند

F(n) / H(n) ≠ O( g1(n) / g2(n)) 

F(n) - H(n) ≠ O( g1(n) - g2(n)) 

 F(n)=O(1) گاه  آن" = F(n)مقدار ثابت "اگر : 2قضيه 

  .در مورد توابعي كه از مرتبه لگاريتمي هستند پايه لگاريتم اهميتي ندارد: 3قضيه 
F(n)=O(loga

n)=O(log n) 
g(n)=O(logb

n)=O(log n) 
loga

n= logb
n / logb

a = logb
n / C 

  .توانش استاي از مرتبه بزرگترين  هر تابع چند جمله: 4قضيه 
F(n)= amnm + ... + a1n + a0 Є O(nm) 

  .تر است  تواني از مرتبه جمله با پايه بزرگجملاتهر تابع به صورت مجموع : 5قضيه 
F(n)= an + bn  Є O(an)  if a >b 

  
  :مرتبه اجراي تابع زير را به دست آوريد: مثال

F(n)=3n (log n!) + (n2 + 3) log n 
حل:   F(n)= O(3n (log n!)) + O((n2 + 3) log n) 

  : خواهيم داشتn!<nnها و استفاده از رابطه  با صرف نظر كردن از ثابت
F(n)= O(n (log nn)) + O(n2 log n) = O(n (n log n)) + O(n2 log n) = O(n2 log n) 

ي را به بر اگر از انتهاي قسمت تبديل روابط بازگشتي به ياد داشته باشيد، گفتيم كه روابط ميان: نكته
ها  البته تمامي اين روابط به سادگي قابل به دست آوردن هستند اما دانستن آن. شما خواهيم آموخت

  .نمايد گويي به سوالات اضافه مي سرعت شما را در پاسخ
  :اند اين روابط در جدول زير خلاصه شده
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  ي بازگشتي رابطه  ي اجرا مرتبه
O(2n) T(n) = T(n-1)×T(n-1) 

O(2n/2) T(n) = T(n-2)×T(n-2) 
O(2log

2
n)=O(n) T(n) = √T(n/2)+T(n/2) 

O(n) T(n) = 2T(n-1) 
O(2n) T(n) = T(n-1)/(T(n-1)+1) 
O(3n) T(n) = T(n-1) + T(n-1)/(T(n-1)+1) 

  بر جدول روابط ميان
بيشتر به كه  ها استفاده از مثال است، به جاي آن جا كه بهترين روش براي آموختن تحليل الگوريتم از آن

كنيم و هر جا لازم بود نكات جديدي را  هايي چند را با هم مرور مي گفتگو در اين باره بپردازيم مثال
  نماييم مطرح مي

  :ها مثال
  :شود   بوده كه به صورت زير تعريف ميT(n) ورودي، n فرض كنيد زمان اجراي الگوريتمي روي :

     1    n=2 
T(n)= 
     T(n-1)+ n     n>2 

  زمان اجراي الگوريتم مزبور برابر كدام گزينه است؟
1 (O(n)  2 (O(n log n)  3 (O(n2/3)  4 (O(n2)   » 1374آزمون كارشناسي ارشد«  

توانيد آن را به سادگي از حالت  رابطه بازگشتي از نوع ناهمگن با ضرايب ثابت است كه مي: پاسخ
 شده مرتبه اجرا را به دست آوريد، اين روش را بازگشتي خارج نموده و سپس با استفاده از قضاياي ذكر

در اين روش به جاي تبديل . كنيم مساله را از روش ديگري حل نماييم به شما واگذار كرده و سعي مي
  :دهيم را بسط مي رابطه بازگشتي آن

T(n) = T(n-1) + n = T(n-2) + n-1 + n = ... = n + n-1 + ... + 1 = n(n-1)/2=O(n2) 
  . صحيح است4زينه بنابراين گ

  :تابع بازگشتي زير را در نظر بگيريد: 
int test ( int n) 
 { if (n ≤2) 

 return 1; 
    else  
  return test(n-2) * test(n-2); 

} 
  :زمان اجراي تابع فوق برابر است با

1 (O(n2)  2 (O(n log n)  3 (O(2n/2)  4 (O(2n)   » 1375آزمون كارشناسي ارشد«  

  :دا بايد رابطه بازگشتي كد فوق را به دست آوريمابت: پاسخ 
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     O(1)    n ≤2 
T(n)= 
     T(n-2)*T(n-2)     n>2 

 را انتخاب 3بايد گزينه بر به خاطر داشته باشيد در مورد رابطه بازگشتي فوق  اگر از جدول روابط ميان
  . نماييد

siAبه طوري كه  مفروض است، A[1..m]يك آرايه از اعداد صحيح به صورت : 
m

i
=∑

=1
در . باشد مي][

  هاي زير است؟ ي اجراي الگوريتم زير كدام يك از گزينه اين صورت مرتبه
T:=0; 
for i:=1  to m do 
 for j:=1 to A[i] do 

T:=T+1; 
1 (O(s2)  2 (O(m+s)  3 (O(m2)  4 (O(m*s)   » 1376آزمون كارشناسي ارشد«  

ندارد و در هر ، حلقه خارجي هيچ تاثيري بر تعداد تكرار حلقه داخلي در قطعه كد داده شده: پاسخ
 بار s بار و حلقه داخلي mحلقه خارجي . ديگر است شرايطي تعداد تكرار اين دو حلقه مستقل از يك

  ).چرا؟(البته اين جواب در صورتي صحيح است كه آرايه حاوي اعداد طبيعي باشد. شود اجرا مي
 در =و علامت ) C در زبان =معادل علامت (بان پاسكال به معناي انتساب است در ز=:علامت : تذكر

دانستن نحو زبان پاسكال ممكن است  ). C در زبان ==معادل علامت ( اين زبان به معناي تساوي است
  !شما را در حل برخي سوالات ياري نمايد

  :اند  اعمال زير تعريف شدهSبر روي پشته : 
Push(S,x) :  درجxر بالاي پشته با هزينه  دO(1).  
Pop(S,x) :  حذف عنصر بالاي پشته با هزينهO(1).  

Multiple(S,k) :  حذفk كه  با فرض آن( عنصر بالاي پشتهk حداكثر برابر تعداد عناصر موجود S 
  .O(k)با هزينه ) است
نجام شود، مجموع  كه در ابتدا تهي است اS عمل از اعمال فوق به ترتيب دلخواه، بر روي پشته Nاگر 

   عمل در بدترين حالت چقدر است؟Nهزينه اين 
1 (O(N log N)  2 (O(N2)  3 (O(NK)  4 (O(N)   » 1378آزمون كارشناسي ارشد«  

 است كه در بدترين حالت O(K) داراي هزينه Multipleبين سه عمل تعريف شده ، دستور از : پاسخ
توجه .( خواهد بودO(N)نه اجرايي دستورات برابر با  بنابراين بالاترين هزي. خواهد شدO(N)برابر با 

  ).داشته باشيد كه با توجه به تهي بودن استك در ابتدا، اجراي دستورات با هر ترتيبي ميسر نيست
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 بار اين m است، حال O(x)ي مورد نظر طراح چنين است، فرض كنيد يك عمل داراي مرتبه  نكته: تذكر
بريم، اكنون مرتبه اجراي الگوريتم ما چند است؟  خود به كار ميعمل را در خطوط مختلف الگوريتم 

O(x) يا O(mx) چرا؟   
  :عليه دو عدد نوشته شده است ترين مقسوم تابع ذيل براي محاسبه بزرگ :

int gcd(int a, int b) 
{ 
 if (b==0) 
  Return a; 
 else 
  return gcd(b, amod b); 
} 

  .است...............  زماني الگوريتم مرتبه: توان گفت در اين صورت مي
1 (O(log2

a/b)  2 (O(logb
a)  3 (O(log2

a)  4 (O(log2
(a-b))   » 1380آزمون كارشناسي ارشد«  

ايا در مورد مرتبه لگاريتمي متذكر شديم كه پايه لگاريتم اگر به ياد داشته باشيد در يكي از قض: پاسخ
توان به  اي را با ضرب يك مقدار ثابت مي  در هر پايهلگاريتمتاثيري در مرتبه اجرا ندارد چرا كه 

از سوي ديگر اگر از ابتداي بحث به خاطر داشته باشيد، گفتيم كه . لگاريتم با پايه ديگر تبديل نمود
، اين مقدمه را در ذهن خود داشته هاي اجراي گوناگوني وجود دارد  مرتبهF(n)براي يك تابع مانند 

  .يمباشيد تا به جواب بپرداز
   T(a)T(a/b) = b2T(a/b2)=...=bmT(a/bm):         )چرا؟(توانيم بگوييم  ميgcdدر مورد تابع 

logb داراي مرتبه ي بازگشتي فوق رابطه
a داريم است اما:  

Logb
a=(1/loga

2) loga
 b≥2    → log ba ≤ log 2a     و    2

log2پس تابع 
a حد بالاي تابع logb

a است و بنابراين logb
a=O(log2

a) صحيح است 3 پس گزينه!  
 :به علاوه فرض كنيد . +F,g: N→ R دو تابع دلخواه به شكل g و F فرض كنيد : 

∞ lim F(n)/g(n)=+ و ∞ n→ . هاي زير درست است؟ يك از گزينه كدام  
1(   F(n) Є O(g(n)) , g(n) Є Ω(F(n))  
2(   g(n) Є O(F(n)) , F(n) Є O(g(n)) 

3 (  F(n) Є Ω(g(n)) , F(n) Є θ(g(n)) 

4(    F(n) Є θ(g(n)) , g(n) Є Ω(F(n))   » 1382آزمون كارشناسي ارشد«  
 صحيح 3ها گزينه  با توجه به تعاريف علائم مجانبي و نيز ساير موارد گفته شده در مورد آن: پاسخ
  )چرا؟.(است
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اين در . شود فوق مطرح ميكنيد تقريبا هر ساله يك سوال از مبحث  طور كه مشاهده مي همان: 1تذكر
اند  حالي است كه از آوردن سوالات ذيل عنوان درس طراحي الگوريتم كه از همين مباحث بوده

  .خودداري شده است
ها  داده ها و ذيل عنوان درس ساختمان كه از مبحث تحليل الگوريتمي ديگري از سوالات  دسته: 2تذكر 

  :به مثال زير توجه كنيد. هاي خاص هستند ريتمشوند مربوط به الگو ها مطرح مي و الگوريتم
سازي عناصر يك درخت دودوئي كامل  گيريم كه براي ذخيره در نظر مي را Aاي   خانهnي  درايه: 

اين درخت دودوئي يك فرض كنيم الگوريتمي كارا براي بررسي اين كه . مورد استفاده قرار گرفته
heapاين الگوريتم در بدترين حالت چقدر است؟پيچيدگي.  است يا خير در اختيار داريم   

1 (O(n)  2 (O(n2)  3 (O(log n)  4 (O(n log n)   » 1381آزمون كارشناسي ارشد«  

هاي خود در زمينه تحليل الگوريتم  ها خود را با دانسته براي پاسخ دادن به اين سوالات بايد ديگر دانسته
  :ير استپاسخ سوال فوق به شرح زبراي نمونه . درهم بياميزيد

 قرار 2i+1 و 2i در خانه Iشود، فرزندان گره  سازي مي  به وسيله بردار پيادهheapهنگامي كه يك 
 است، كافي است عناصر اول تا heapكه يك درخت دودوئي، يك  رو براي بررسي اين گيرند، از اين مي

براي نمونه كد زير  . استO(n)چنين كدي داراي مرتبه اجرايي . نيمه بردار با فرزندانشان مقايسه شوند
  . مشابه استMINheap است يا نه؟ كد MAXheapكند كه آيا يك   عنصر را بررسي ميn با Aبردار 

Bool IsMAXheap(int A[], int n) 
{ 
 For ( int i=0;  i < (n-1)/2 ; i++) 
  { 
   if (A[i]< A[2*i]) return false; 
   if (A[i]< A[2*i+1]) return false; 
  } 
 Return true; 
} 

  !تر است از هر چه بگذريم سخن نمره خوش
و از سوي ديگر در  جا كه از اين مبحث در امتحان پايان ترم يك يا دو سوال مطرح خواهد شد، از آن

كننده هم نباشد، حجم  تهيه اين جزوه سعي شده است تا جزوه علاوه بر داشتن حالت خودآموز، خسته
در پايان اين قسمت خالي از لطف نيست كه مشخص شود، دقيقا از كدام . جزوه كمي زياد شده است

  .ها احتمال طرح سوال وجود دارد قسمت
  :ها امكان طرح سوال وجود دارد از اين بخش

  )10صفحه (تفاوت برنامه با الگوريتم   ) 9صفحه (تعريف دقيق الگوريتم
  )23 تا 14صفحات (ها با رويكرد زماني تحليل الگوريتم
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ر از مطالب فوق از ساير مطالب جزوه در امتحان پايان ترم سوالي طرح نخواهد شد و حالت مطالعه به غي
شوند نه تنها در امتحان  به علاوه مطالبي كه در ادامه و تحت عنوان ضميمه ذكر مي. آزاد خواهد داشت

 كه زمان اضافه پايان ترم مورد سوال واقع نخواهند شد، بلكه در كلاس حل تمرين هم تنها در صورتي
  .وجود داشته باشد مورد بحث قرار خواهند گرفت

  

  :اي بر درس طراحي الگوريتم  مقدمه)ضميمه
مند نمودن دانشجويان به  طور كه در ابتداي جزوه اشاره شد، يكي از اهداف تدوين اين جزوه علاقه همان

  :نشاني اينترنتي زير بزنيدبد نيست قبل از ادامه مطالعه جزوه سري به . درس طراحي الگوريتم است
http://ce.sharif.edu/~nasirishargh/dac/  

كنيد  مشاهده مي. نشاني فوق نشاني سايت مسابقه درس طراحي الگوريتم  دانشگاه صنعتي شريف است
آشنايي با مفاهيم طراحي الگوريتم نشجويان در كنار شود و دا كه درس به صورت كاملا رقابتي ارائه مي

هاي خود و گاها حل نمودن مسايل حل نشده،  به رقابت با يكديگر پرداخته و علاوه بر بروز خلاقيت
اميد آن است كه شما، دانشجوياني كه در حال حاضر . دهند روحيه شادابي و نشاط را نيز توسعه مي

حضور پرشور در كلاس درس طراحي الگوريتم، اين كلاس را مشغول مطالعه اين جزوه هستيد با 
حوصله  در حال حاضر با توجه به روحيه كسل و بي.  و نحوه برگزاري آن را تغيير دهيدمتحول نموده

  .شوند دانشجويان در اين كلاس دانشجويان تنها با مفاهيم و اصول طراحي الگوريتم آشنا مي
گيرند،  هايي كه در درس طراحي الگوريتم مورد بررسي قرار مي اجازه بدهيد با هم نگاهي به سرفصل

  .بياندازيم
در كنار . هاي طراحي الگوريتم شويد و سپس با روش در ابتدا شما با مفاهيم تحليل الگوريتم آشنا مي

  .شويد شوند، نيز آشنا مي هايي از مسائل كه با آن روش حل مي ارائه هر روش طراحي شما با نمونه
در هر مرحله الگوريتم بهترين انتخاب ممكن را  نام دارد كه حريصانهمورد بررسي روش روش اول 
  .دهد و اميدوار است كه در پايان جواب بهينه را پيدا نمايد انجام مي

صورت اين مساله چنين . بندي است مساله زمانشود  يك نمونه از مسايلي كه با روش حريصانه حل مي
كنند، هر مشتري   كه تعدادي مشتري از آن سرويس دريافت مييك سرويس دهنده داريم: است

 دادن را به نحوي معين نمائيد كه زمان سسرويترتيب . ميزان زماني را  براي تكميل سرويس نياز دارد
صورت اين .  يك نمونه ديگر مساله كوله پشتي نام دارد.توقف مشتريان در سيستم حداقل ممكن باشد

هر يك از .  شي پر كنيمnرا با  خواهيم آن  داريم كه ميAه پشتي با ظرفيت يك كول: مساله چنين است
خواهيم طوري اشيا را انتخاب كنيم كه حداكثر  مي. اشيا داراي وزن و ارزش مخصوص به خود هستند

 نمونه ديگر مساله .پشتي بيشتر نباشد ها از ظرفيت كوله ارزش را كسب كنيم و در عين حال جمع وزن
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 شهر nخواهد به  گرد مي يك فروشنده دوره: صورت اين مساله چنين است. گرد است رهفروشنده دو
خواهيم  داند، مي ها شهرها را مي او فاصله. بار سر بزند و دوباره به شهر اول بازگردد فقط و فقط يك

هاي  همچنين يك نمونه از الگوريتم. مسير او را طوري تعيين كنيم كه حداقل مسافت را طي كند
  .گيرد كه به روش هافمن معروف است سازي نيز در اين روش مورد بررسي قرار مي رهفش

در اين روش نمونه را به زير . تقسيم و حل نام داردگيرد روش  روش دومي كه مورد بررسي قرار مي
  .پردازيم ها مي كنيم و به حل مساله براي آن زير نمونه تر تقسيم مي هاي كوچك نمونه

در .  اشاره كردmergesort و  Quicksortتوان به  شوند مي  روش تقسيم و حل، حل ميكه بااز مسايلي 
شويد و به مقايسه  سازي و جستجو نيز آشنا مي ها مرتب همين قسمت از درس شما با شايرالگوريتم

هاي بزرگ از ديگر   رقمي و نيز ضرب ماتريسn الگوريتم ضرب اعداد .پردازيد ها با يكديگر مي آن
  .هاي روش تقسيم و حل هستند نمونه

اين روش .سازي پويا نام دارد گيرد روش برنامه روش سومي كه در طراحي الگوريتم مورد بحث قرار مي
كند، با ادغام  ها را در يك جدول ذخيره مي كند و جواب وچك مساله را حل ميهاي ك ابتدا نمونه

يك نمونه از مسايلي كه با .آيد  دست ميهاب بزرگ به هاي كوچك، جواب براي نمونه هاي نمونه جواب
جا  گرد در اين  همچنين مساله فروشنده دوره.ها است شودع ضرب زنجيري ماتريس اين روش حل مي

  .گيرد نيز مورد بحث قرار مي
هاي  شود و براي هر يك نمونه هاي ديگري نيز در اين درس مطرح مي هاي فوق روش علاوه بر روش

 كه )... يا Nimبازي  وزير يا كوله پشتي صفر و يك يا 8مانند مساله (گيرد  ميگوناگوني مورد بحث قرار
  .كنيم ها اشاره نمي براي جلوگيري از طولاني شدن مطلب به آن

  .كنيم پديا با هم مرور مي سازي را از دانشنامه ويكي ها مرتب در پايان مقايسه الگوريتم

  
 (Sorting algorithms)سازي هاي مرتب الگوريتم

ها را به ترتيبي  ليستي از داده سازي الگوريتمي است كه در علوم كامپيوتر و رياضي، يك الگوريتم مرتب
سازي كارا  مرتب. اي هستند نامه هاي عددي و لغت ترتيب ها، ترين ترتيب پر استفاده. چيند  مشخص مي

اهميت  )ستجو و تركيبمثل ج(هاي مرتب شده نياز دارند  هايي كه به ليست الگوريم سازي در بهينه
ساختند، شايد  سازي تحقيقات فراواني را متوجه خود از ابتداي علم كامپيوتر مسائل مرتب .زيادي دارد

سازي حبابي  براي مثال مرتب. است  به صورت كارا پيچيده به اين علت كه در عين ساده بودن، حل آن
پندارند،    حل شده ميي الهمسبسياري اين را يك  در حالي كه.  به وجود آمد1956در سال 
 2004اي در سال  خانه سازي كتاب مثلاً مرتب(شوند   چنان ابداع مي همتر كارآمد جديدهاي  الگوريتم

 ). شد مطرح
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 :شوند  بندي مي سازي بر اساس اين معيارها طبقه هاي مرتب در علم كامپيوتر معمولاً الگوريتم

در . (n) ليستي هانداز با توجه به:   )رد ميانگينبدترين و بهترين عملكرد و عملك(پيچيدگي  •
بهترين عملكرد . است O(n2) عملكرد بد و O(n log n) هاي معمولي عملكرد خوب سازي مرتب

كنند در حالت   كليدها استفاده ميي ههايي كه فقط از مقايس الگوريتم. تاس O(n) سازي براي مرتب
 .دمقايسه نياز دارن O(n log n) حداقل ميانگين

يعني به جز . هستند »در جا«سازي  هاي مرتب بعضي از الگوريتم:  )و ساير منابع كامپيوتر(حافظه  •
ها  نياز است؛ در حالي كه ساير الگوريتم موردO(1)) (  كميي ههايي كه بايد مرتب شوند، حافظ داده

 .داري اطلاعات موقت نياز دارند براي نگه هاي كمكي در حافظه به ايجاد مكان

حفظ  هاي داراي كليدهاي برابر سازي پايدار ترتيب را بين داده هاي مرتب الگوريتم : پايداري •
اگر دو . پايدار مرتب كنيم الگوريتمخواهيم چند نفر را بر اساس سن با يك  فرض كنيد مي. كنند مي

اوليه الف جلوتر از ب آمده باشد، در ليست مرتب  سن باشند و در ليست هاي الف و ب هم نفر با نام
 .شده هم الف جلوتر از ب است

 يك ي هها فقط با مقايسه به وسيل اي داده سازي مقايسه در يك مرتب. اي بودن يا نبودن مقايسه •
 .شوند ميعملگر مقايسه مرتب 

سازي حبابي و  جابجايي مانند مرتب. درجي، جابجايي، گزينشي، تركيبي و غيره:  روش كلي •
 .اي سازي پشته سازي سريع و گزينشي مانند مرتب مرتب

 سازي هاي مرتب ليست الگوريتم

نگين هاي بهترين، ميا ستون. است ها با كليدهاي متفاوت تعداد داده k ها و تعداد داده  nدر اين جدول،
علاوه بر خود ( كمكي ي هدهد و حافظه بيانگر مقدار حافظ مي و بدترين، پيچيدگي در هر حالت را نشان

 .است) ها داده
 

 حافظه بدترين ميانگين بهترين نام
پايد
 ار

 مقايسه
  اي

 توضيحات روش

 مرتب سازي حبابي
(Bubble sort) 

)O(n — )O(n2 )O(1 جابجايي بله بله Times are for 
best variant 

Cocktail sort )O(n — )O(n2 )O(1 جابجايي بله بله  

Comb sort )O(n log n — )O(n log n )O(1 جابجايي بله خير  

Gnome sort )O(n — )O(n2 )O(1 جابجايي بله بله  

Selection sort )O(n2 )(O(n2 )O(n2 )O(1 گزينشي بله خير  

Insertion sort )O(n — )O(n2 )O(1 درجي بله هبل  

Shell sort )O(n log n — )O(n log2n )(O(1 درجي بله خير Times are for 
best variant 

Binary tree sort )O(n log n — )O(n log n )O(1 درجي بله بله  
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Library sort )O(n )O(n log 
n 

)O(n2 ε+1)n( درجي بله بله  

Merge sort )O(n log n — )O(n log n )O(n بله بله Merging  
In-place merge 

sort 
)O(n log n — )O(n log n )O(1 بله بله Merging Times are for 

best variant 
Heapsort (O(n log n — )O(n log n )O(1 گزينشي بله خير  

Smoothsort )O(n — )O(n log n )O(1 گزينشي بله خير  

Quicksort )O(n log n )O(n log n )O(n2 )O(n بله خير Partitioning
Naive variants 

use )O(n space 

Introsort )O(n log n )O(n log n )O(n log n )O(n بله خير Hybrid  

Pigeonhole sort )O(n+k — )O(n+k )O(k خير بله Indexing  

Bucket sort )O(n )O(n )O(n2 )O(k خير بله Indexing  

Counting sort )O(n+k — )O(n+k )O(n+k خير بله Indexing  

Radix sort )O(nk — )O(nk )O(n خير بله Indexing  

Patience sorting )O(n — )O(n log n )O(n درجي بله خير 

هاي  تمام زير دنباله
  صعودي را با

 )O(n log )log(n 
 .كند پيدا مي

  
افزار  ف و يا نياز به سختدهد كه به علت اجراي بسيار ضعي هايي را توضيح مي اين جدول الگوريتم

 .خاص، كاربرد زيادي ندارند
 
 

 توضيحات اي مقايسه پايدار حافظه بدترين ميانگين بهترين نام

Bogosort )O(n O(n × n!) بدون حد)O(1 بله خير  

Stooge sort )O(n2.71 — )O(n2.71)O(1 بله خير  

Bead sort )O(n — )O(n — N/A خير 
افزار مخصوص  به سخت
 .نياز دارد

Pancake 
sorting 

)O(n — )O(n — بله خير 
افزار مخصوص  به سخت
 .نياز دارد

Sorting 
networks 

)O(log n — )O(log n — بله بله 
Requires a custom 
circuit of size 

)O(log n

 
 
  


