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  ٧................................................................................. آنهایپيچيدگ و ی مرتب سازی بر روشهایمرور  -١-١

  ٧..................................................................................)Insertion Sort(مرتب سازي درجي   -١-١-١

  ٨........................................................................(Merge Sort)الگوريتم مرتب سازي ادغامي  -٢-١-١

  ٩..........................................................................................(Quick Sort)سريعمرتب سازي   -٣-١-١

  ١٠....................................................................................(Heap Sort) ی توده امرتب سازي  -٤-١-١

  ١٢......................................................................................................................... مينيممیدرخت پوشا  -٢-١
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  ٢١......................................................................................)همگن ( ۲ درجه یروابط بازگشت  -۲-۳-۲
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  ٢٧....................................................................................)Knapsack (ی يا کسرپشتي ساده مسأله كوله  -١-٣

 



  ٢٩.....................................................................) مرتبیيا آرايه ها(بهينه فايلهامسئله ادغام دودويي و   -٢-٣

  ٣١................................................................................................................................Huffmanكدينگ   -٣-٣

  ٣٢.........................................................................................................................درخت پوشاي مينيمم  -۳-۴

  ٣٢..................................................................................................)kruskal(ل االگوريتم راش  -١-٤-٣

  ٣٤....................................................................................................................Primالگوريتم   -٢-٤-٣

  ٣٤......................................................................................Prim و Kruskalمقايسه الگوريتم   -٣-٤-٣

  ٣٤..................................................................................................Kn ی پوشایتعداد درختها  -٤-٤-٣

  ٤٠..............................................................................................................كوتاهترين مسيرهاي هم مبدا  -٥-٣

ل..........................................................................................................-۴  ٤٤.........................................................................................(Activity Selection)نتخاب بهينه فعاليتها ا  -۳-۶ ح و م ي س ق ت ش و (ر
Divide & Conquer
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  ٤٦..............................................................................................محاسبه عنصر کمينه و بيشينه يک آرايه  -۴-۱

  ٥٠................................................................................(Strassen)ضرب دو ماتريس به روش استراسن  -٢-٤

  ٥٢................................................................................................................تعيين نزديكترين زوج نقاط  -٣-٤

  ٥٢...............................................................تعيين نزديكترين زوج نقاط در فضاي يك بعدي  -١-٣-٤

  ٥٢...................................................................تعيين نزديكترين زوج نقاط در فضاي دوبعدي  -٢-٣-٤

  ٥٤...............................................................................ی پايه در هندسه محاسباتیف و الگوريتمهاتعاري  -۴-۴

  ٥٦..................................................................................................(Convex Hull)توليد پوسته محدب   -۴-۵

  ٥٦...............................................................................................................Grahamالگوريتم   -١-٥-٤
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  ٦٢...........................................................................................................................0/1پشتي   كولهمسئله  -١-٥

  ٦٤...............................................................................................)APSP(كوتاهترين مسيرهاهمه ئله مس  -٢-٥

  ٦٦.............................................................................. و مسائل وابسته(Catalan Number)عدد کاتلان   -٣-٥

  ٧٣.....................................................................................................ها  ماتريس و بهينهاي ضرب زنجيره  -۵-۴

  ٧٥.................................................................................................. محدبی بهينه چند ضلعیمثلث بند  -٥-٥

  ٧٦..................................................................................................(LCS)طولانيترين زير دنباله مشترک   -٦-٥
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  ٨٦...................................................................................................................................... وزيرnمسئله   -٢-٦
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  ٩٩.....................................................................................................................مسئله تا کردن خط کش  -١-٨

ز.................................................................................................................................................................-۹  ٩٩................................................................................................................(PARTITION)مسئله افراز   -٢-٨ ا ب ل ئ ا س م . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . .١ ٠ ع  ١ ج ا ر م و ع ب ا ن .م . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . .١ ٠ ٢  



آوری اطلاعات محسوب درس طراحی و تحليل الگوريتمها از دروس اصلی دوره کارشناسی مهندسی کامپيوتر و فن

همچنين در دوره کارشناسی ارشد نيز . نقش بسيار اساسی در درک و فهم دروس ديگر را نيز بازی ميکند            ميشود که   

وان به دروسـی نظيـر هندسـه محاسـباتی، الگوريتمهـای         وجود دارند که از آن جمله ميت       سدروسی مبتنی بر اين در    

 و الگوريتمهـای  VLSIپيشرفته، الگوريتمهای ژنتيک و پردازش تکاملی، الگوريتمهـای طراحـی فيزيکـی مـدارات              

  .گراف اشاره کرد

از آنجا که در اين درس کتاب واحدی که همه مباحث را شامل باشد وجود ندارد لذا نياز بـه وجـود چنـين کتـابی                    

آشـنا  اصول اساسی و مبنايي تحليـل الگوريتمهـا         روشهای طراحی الگوريتمها و     با  در اين کتاب    . باشدحسوس مي م

 همچنين جهت آشنايي با روشهای طراحی الگوريتمها مثالهايي از الگوريتمهای هندسی نيز بيان شده اسـت              . ميشويم

 يـادآوری   ۱ فـصل اسـت کـه در فـصل           ۹بـر   اين کتاب مـشتمل     . که در ميان فصول کتاب به آنها اشاره شده است         

 نيـز   ۷ تـا    ۳ اصول تحليل الگوريتمها و نمادهـای مجـانبی، فـصل            ۲مختصری از درس ساختمان داده ها، در فصل         

 و پيچيدگی محاسبات بيان      NP  مقدمه ای بر تئوری       ۸ در فصل    ،روشهای طراحی الگوريتمها را در بر گرفته است       

  .شوند ارائه شده استهای تحقيقاتی محسوب ميدی مسئله باز که زمينهشده است و در فصل آخر نيز تعدا

در اينجا لازم ميدانم که از آقای محمدرضا باقری و خانم فرزانه صبوحی که در جمـع آوری و تنظـيم اوليـه کتـاب           

  . تشکر نمايمهمکاری نمودند،

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

 انجام کاری را به زبان دقيق و با جزئيات کافی بيان نمايـد بـه                هر دستوالعملی که مراحل مختلف    : تعريف الگوريتم 

  . مشخص باشد الگوريتم نام داردطوريکه ترتيب مراحل و شرط خاتمه عمليات در آن کاملاً

  

  :مطالعه الگوريتمها در برگيرنده موارد زير است

  طراحی الگوريتم -۱

  معتبر سازی يا اثبات درستی الگوريتم -۲

  گوريتمبيان يا پياده سازی ال -۳

  تحليل الگوريتم -۴

  .که در اين کتاب ما موارد اول و چهارم را مورد بررسی قرار ميدهيم

  

و -١-١   ی ز ا س ب ت ر م ی ا ه ش و ر ر ب ی ر و ر یم گ د ي چ ي اپ ه ن آ ب -١-١-١ ت ر يم ز ا يس ج ر (د
Insertion Sort

(
 عناصـر   ام درj ام آرايه مرتب هستند و عنصر j-1ام اين الگوريتم فرض بر اين است که عناصر اول تا j در مرحله 

  .  اين عمل انجام ميشودn تا ۲ از jحال به ازای . قبل از خود در محل مناسب درج ميشود

  .بطور بديهي مرتب استبه تنهايي  خودش x[1]: ١مرحله 

  . مرتب شوندx[2] و x[1] درج مي کنيم طوريکه x[1] را يا قبل از يا بعد از x[2]: ٢مرحله

 مرتـب شـده   x[3],x[2],x[1] درج مي کنيم به گونه اي که x[2]  وx[1] را در مکان صحيح در x[3]: ٣مرحله

  .باشند

...  

 به گونه اي درج مي کنيم که کل آرايه مرتب x[n-1] …,x[2], x[1] را در مکان صحيح خود در n :x[n]مرحله

  .شده باشد

  

  



٨      يادآوري

For j← 2 to n do 
    k← x[j]  
    i←j-1 
    while x[i]>k and  i>0 do 
        x[i+1] ← x[i] 
        i ← i-1 
    repeat 
    x[i+1] ← k 
repeat 

ام به ازای   jدر مرحله   ) عناصر آرايه نزولی باشند   (به راحتی قابل ملاحظه است که الگوريتم بالا در بدترين وضعيت            

عناصـر  (يت  و در بهتـرين وضـع     !.  خواهد بود  O(n2) مقايسه انجام ميدهد و لذا دارای مرتبه زمانی          j-1 ام   jعنصر  

 ام انجام ميدهد و لذا دارای j-1 ام  يک مقايسه با عنصر j ام به ازای عنصر jدر مرحله ) آرايه از قبل صعودی باشند

همچنـين از  !.  خواهد بودO(n2)اين الگوريتم بطور متوسط نيز دارای مرتبه زمانی .  خواهد بود O(n)مرتبه زمانی 

بدون نياز به حافظه کمکی مرتب ميشود لذا ميزان مصرف حافظه کمکی   لحاظ مصرف حافظه کمکی نيز چون آرايه        

  . خواهد بودO(1)برابر با 

مرتب سازی درجی را ميتوان به صورت ديگری بازنويسی کرد که آن را مرتب سازی درجی دودويي مينامنـد              : نکته

ميشود ولی زمان اجرای آن  ام توسط جستجوی دودويي انجام jکه در آن عمل جستجو برای پيدا کردن محل عنصر 

م -٢-١-١  .!اهد کردوتفاوتی نخ ا غ د ا ي ز ا س ب ت ر م م ت ي ر و گ ل (Merge Sort)يا

اگر مجموعه اي از اعداد داشته باشيم و اين مجموعه را به دو بخش تقسيم کنيم و هر بخش را جداگانه مرتب کنيم            

  . مرتب خواهند شدو حاصل را به گونه اي ادغام کنيم که رعايت ترتيب شود آنگاه کل مجموعه اعداد

، هر بخش را نيز به همـين ترتيـب، يعنـي تقـسيم بـه                بخشدر اين روش بعد از تقسيم کردن داده هاي اوليه به دو             

چـه  ها را تـا     زير ليست اما شکستن   . مجموعه هاي کوچکتر و مرتب کردن و ادغام کردن آنها با هم مرتب مي کنيم              

 کوچک تک عنصري را ليستآنگاه دو . يک شودبرابر با  هر ليستصر  انجام مي دهيم؟ تا زماني که تعداد عنازمانی

  :ادغام کرده و به صورت بازگشتي عمل مي کنيم، مراحل کار اين الگوريتم به صورت خلاصه در ذيل آمده است

  .اگر تعداد داده ها يکي يا کمتر است نيازي به مرتب کردن نيست، برگرد

  ندر غيراينصورت وسط داده ها را پيدا ک

 مرتب کن) همين روش (merge Sortنيمه اول داده ها را به روش 

 مرتب کن) همين روش (merge Sortنيمه دوم داده ها را به روش 

  .دونيمه مرتب شده را به گونه اي ادغام کن که حاصل مرتب باشد

Procedure mergesort(A,l,u) 
    If l<u then 
        mid ← (l+u) / 2 
        Mergesort(A,l, mid) 
        Mergesort(A,mid+1, u) 
        Merge(A, l, mid, u) 
    endif 
end. 



٩      يادآوري
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همچنين بـدليل  .  ميباشدO(n. log n)از اين رو الگوريتم مرتب سازی ادغامی در همه حالات دارای مرتبه زمانی 

يـر بازگـشتی نوشـتن الگـوريتم ميتـوان      غ ولی با .ته استفاده ميکند از حافظه پشO(log n)بازگشتی بودن به اندازه 

  !. کاهش داد ولی زمان واقعی الگوريتم بيشتر خواهد شدO(1)حافظه مصرفی را به 

 Natural)مرتب سازی ادغامی بازگشتی را ميتوان به صورتهای متفاوتی از جمله مرتب سازی ادغامی طبيعی : نکته

Merge Sort)ي -٣-١-١  .زی ادغامی غير بازگشتی بازنويسی کرد و يا مرتب سا ز ا س ب ت ر عم ي ر (Quick Sort)س

براساس اين الگوريتم نيز مجموعه اعداد يا به طورکلي داده ها به دو بخش تقسيم مي شوند و هر بخـش جداگانـه                       

  :تفاوت هاي عمده بين روش مرتب سازي و مرتب سازي ادغام به صورت زير هستند. مرتب مي شوند

کنيم که فرقي  در روش مرتب سازي سريع يکي از عناصر مجموعه را به عنوان عنصر محوري انتخاب مي           اول اينکه   

  .نمي کند کدام عنصر از مجموعه باشد

عنـصر کـوچکتر از عنـصر    ) عنـصر محـوري ب   ) دوم اينکه مجموعه درواقع به سه قسمت شکسته مي شـود الـف            

  عناصر بزرگتر از عنصر محوري) محوري ج

 عنصر محوري در آرايه ثابت مي شود و در واقع مکانش پيدا مي شود و چهارم اينکه   محلر هر مرحله    سوم اينکه د  

. بلکه در حقيقت در هر مرحله اجراء محل يک عضو از آرايه ثابت مي شـود               . احتياجي به ادغام هر مجموعه نيست     

  )همان عضو محوري(

به صورت  يک از دو بخش ديگر نيز به روش فوق  هر(Partition Phase) بعد از يافتن محل ثابت عضو محوري

  .(Recursion Phase)مرتب مي شوندبازگشتی 

در هر مرحلـه    ) عناصر آرايه از قبل مرتب باشند     (به راحتی قابل ملاحظه است که الگوريتم بالا در بدترين وضعيت            

و !.  خواهد بود  O(n2) مرتبه زمانی     دور از هم تقسيم ميکند و لذا دارای        ليست را به دو قسمت با اندازه های کاملاً        

)  ای باشند که در هر مرحله عنصر ميانه به عنوان قلم محوری  انتخاب شودعناصر آرايه به گونه(در بهترين وضعيت 

  O(n. log n)در هر مرحله ليست به دو قسمت با اندازه نزديک به هم تقسيم ميشود و لـذا دارای مرتبـه زمـانی    



١٠      يادآوري

همچنين از لحاظ مصرف !.  خواهد بودO(n. log n)وريتم بطور متوسط نيز دارای مرتبه زمانی اين الگ!. خواهد بود

 و در بهتـرين حالـت و حالـت          O(n)به دليل بازگشتی بودن الگوريتم در بدترين حالت برابر بـا            حافظه کمکی نيز    

  . خواهد بودO(log n)متوسط برابر با 

  

Procedure Quick_Sort( A, l, u) 
    If l < u then 
        Pivot ← A[l] 
        i←l 
        j←u; 
        repeat 
            Do i ← i + 1 until A[i] > pivot 
            Do j ← j - 1 until A[j] < pivot 
            If i < j then  
                Swap(A[i], A[j]) 
            Endif 
        Until i ≥ j 
        Swap(A[l], A[j]) 
        Quick_Sort(A, l, j - 1) 
        Quick_Sort(A, j + 1, u)     
    endif 
End. 

ي -٤-١-١   ز ا س ب ت ر هم د و یت (Heap Sort)ا

  :قبل از توضيح الگوريتم بايد دو الگوريتم مورد نياز را يادآوری کنيم

• Adjust :    وجود دارد که از دودويي و کامل در اين الگوريتم فرض بر اين است که درختیHeap  بـودن 

ندارد و لـذا     بودن کل درخت وجود      Heapمينی بر   ضزير درخت چپ و راست آن مطمئن هستيم ولی ت         

در ( عمل ميکنيم و ريشه را با مقايـسه بـا فرزنـدانش    MaxHeapشبيه عمل حذف عنصر بيشينه از يک        

 خواهد O(log n) و لذا دارای مرتبه زمانی .تا جای مورد نياز به سمت برگها پيش ميبريم) صورت وجود

  .بود

• Heapify :          در اين الگوريتم يک درخت دودويي کامل به يکHeap با شـروع از عنـصر      .  ميشود  تبديل

n/2)    به سمت عنصر سر ليست پيش ميرويم و آن را در عناصر بعد از خـود                ) آخرين عنصر دارای فرزند

adjustمرتبه زمانی الگوريتم برابر با .  ميکنيمO(n)ميباشد . 

  
  
  
  
  
  
  
  
  



١١      يادآوري

  
  

Procedure Adjust(A, i, n) 
    j← 2*i 
    item←A(i) 
    while j≤n do 
        if j<n and A(j)<A(j+1) then j←j+1 endif 
        if item ≥A(j) then 
            exit 
        else 
            A(j/2)←A(j) 
            j←2*j 
        endif 
    repeat 
    A(j/2)←item 
end. 
 
 
Procedure Heapify(A, n) 
    for i← i/2 to 1 do 
        call adjust(A,i,n) 
    repeat 
end. 
 

  !. استO(n) به دليل زير دارای مرتبه زمانی Heapifyالگوريتم : نکته
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( برابر با عمق درخت      k،   گره های درخت   سطح نشان دهنده    iکه در آن     )1(log +n( واضح است کـه   .  ميباشد

ای ابتدا ليست يا آرايه را به يک تودهسازي  مرتبدر .  ميباشد 2i-1حداکثر برابر با ام درخت   i سطحتعداد گره های 

Heap    به کمک الگوريتم    ( تبديل ميکنيمHeapify ( و سپس بعد ازHeap شدن ليست عناصر سر درخت ) عنصر

درخت ) در انتها (جا شده   جا کرده و دوباره بدون در نظر گرفتن عنصر جابه         را با عنصر انتهای ليست جابه     ) ماکزيمم

 بار صورت ميگيرد و به اين ترتيب عناصر n-1اين عمل .  تبديل ميکنيمHeap به يک adjustوريتم را با کمک الگ

  .د شدناز بيشينه به کمينه از انتهای آرايه به سمت ابتدای آرايه چيده خواه

 جهت اضافه کردن تک تک عناصـر        insertروش ديگری برای ايجاد يک توده وجود دارد که در آن از رويه              : نکته

)log(که دارای مرتبه زمانی اين روش . گيرد توده کمک ميبه nnOبصورت زير است!باشد مي :  

Procedure Heapify2(A, n) 
    for i← 2 to n do 
        call insert(A, A[i], i) 
    repeat 
end. 
 

  



١٢      يادآوري

 n-1سـپس   و   كنيم   ايجاد مي  adjustوالي   بزرگ با استفاده از فرخواني مت      heapسازي ليست، ابتدا يك       براي مرتب 

چـون اولـين ركـورد       .كنـيم    را با آخرين ركورد تعويض مي      heapدر هرگذر اولين ركورد      .گذر روي ليست داريم   

 را كـاهش  heap هانـداز   خـودش اسـت پـس   هشامل بزرگترين كليد است، اين ركورد اكنون در موقعيت مرتب شد      

 اُمـين محـل     nم، به عنوان مثال، در اولين گذر، ركوردي با بزرگترين كليد را در              كني  دهيم و دوباره آن را تراز مي        مي

 اُمين i اُمين گذر ركوردي با iگذاريم و      مي n-1گذاريم، در گذر دوم ركوردي با دومين كليد بزرگي را در محل               مي

  .گذاريم  ميn-i+1كليد بزرگي را در محل 

همچنين بـدليل  !.  ميباشدO(n. log n) همه حالات دارای مرتبه زمانی ای دراز اين رو الگوريتم مرتب سازی توده

  . خواهد بودO(1)غير بازگشتی بودن دارای حافظه مصرفی 

 
Procedure HeapSort(A, n) 
    call Heapify(A,n) 
    for i←n to 2 do 
        Swap(A(i), A(1)) 
        call Adjust(A,1,i-1) 
    repeat 
end. 
خ -٢-١  ر مد م ي ن ي م ی ا ش و پ ت ر -١-٢-١ و گ ل ليا ا ش ا ر م  (Kruskal)ت

 ـ، بـه ترت T مورد اسـتفاده در يلبه ها.  شودي، لبه به لبه ساخته مTنهين هزي با کمترين روش درخت پوشايدر ا  ب ي

ي -٢-٢-١  .ل حلقه ندهدي بوده اند تشکT قبل که دري خواهد بود، اگر با لبه هاTک لبه در ي.  باشدي وزنها ميصعود ر و گ ل ما مت ي ر (Prim)پ

) بـه دلخـواه  ( که در ابتدا شامل يکی از رئوس T ، راس به راس به Tدر اين روش درخت پوشاي با کمترين هزينه     

 و راس مجـاور ديگـرش       Tدر هر مرحله يال با کمترين هزينه که يک راس مجاور آن داخل              . است، اضافه ميشوند  

  . باشد به درخت اضافه ميشودTخارج از 

  .ل در فصل مربوط به روش طراحی حريصانه شرح داده خواهند شددو الگريتم بالا به طور کام

  

  ٣-١- 
ف ا ر گ ی و ج ت س ج و ش ي ا م ي اپ ه و -١-٣-١ ج ت س شج ي ا م ي پ قو م (یع
DFS

(
 يک مرحله ها افتن شاخهيان ي کند و با پايدا مي آن ادامه پيک شاخه تا انتهايش گره ها در امتداد يماين روش پيدر ا

ر فرزندان گره   يش سا يمايد، پ يک گره جد  ين روش با مشاهده     ي در ا  . بررسی ميکنيم  به عقب برگشت کرده و مجدداً     



١٣      يادآوري

در اين روش با گذر از هر گره به سمت عمق درخـت             واقع   در.  شود ي م يد بررس يق افتاده و گره جد    ي به تعو  يقبل

ه گره فعلی در پشته قرار داده ميشود که با بازگشتی طراحی کردن الگوريتم پشته مورد نظر به صورت پنهـان سـاخت                    

  .خواهد شد

  

Procedure DFS(v) 
    Visit(v) 
    For each vertex w adjacent to v do 
        If not visited w then 
            DFS( w) 
        Endif 
    repeat 
end 

  

 راس نيـز  و هـر (!)  هر يال حداکثر دو بار پيموده ميشود  )گراف همبند باشد(در الگوريتم بالا در بدترين وضعيت 

    . استO(n+e)يکبار ملاقات ميشود و لذا مرتبه زمانی الگوريتم 

  

و -٢-٣-١   ج ت س شج ي ا م ي پ یو ف ي د (ر
(BFS

 .  نام داردBFSاگر در الگوريتم قبلی به جای پشته يک صف در نظر بگيريم به الگوريتم جديدی خواهيم رسيد که                  

ه فرزندان همـان گـره   يدن هرگره کلي روش بعد از د  نيدر ا . مي کن يه گره ها گره آغاز را انتخاب م       يش کل يماي پ يبرا

  . روديش مي و تا انتها پين فرزند گره اصلي و بعد فرزندان دومين فرزند گره اصليملاقات شده و سپس فرزندان اول

ه فرزندان آن را ملاقات کـرده و  يم و سپس کلي کن ين گره را ملاقات م    ين است که نخست دوم    ين روش کار ا   يبنابرا

بـه  ملاقـات کـرده و      ن گره را برداشته و فرزنـدان آن را          يم و سپس از داخل صف، اول      ي ده يصف قرار م  ای  انتهدر  

  .ميي افزاي صف ميانتها

Procedure BFS(v) 
    Visit(v) 
    AddQueue(v) 
    While Queue is not empty do 
        DeleteQueue(v) 
        For each w adjacent to v do 
            If not visited w then 
                Visit(w) 
                AddQueue(w) 
            Endif 
        Repeat 
    Repeat 
end 

  

  .   استO(n+e)  نيزالگوريتم اين   مرتبه زمانیDFSطبق دليل مطرح شده در الگوريتم 



١٤      يادآوري

به اين صورت که هر بار . غير همبند را نيز پيمايش کرد    ميتوان يک گراف     BFS و   DFSتوسط الگوريتمهای   : نکته

 ميکنيم و لذا ميتوان به الگوريتمهايي مبتنی بر پيمايش  BFS يا   DFSاز يک گره ملاقات نشده شروع کرده و آن را           

  . عمقی يا رديفی رسيد



 

 

ی -۱-۲  .ها و بيان چند قضيه در مورد آن ميپردازيمدر اين بخش به تعريف نمادهای مجانبی مورد نياز در تحليل الگوريتم ب ن ا ج م ی ا ه د ا م ن
nر ي همه مقادي وجود داشته باشند که براon ثابت  وc اگر و فقط اگر ثابت  f(n)∈O(g(n)):فيتعر n≥ o داشته ،

  .ميباش

)()(:0 ngcnfnn ≤≥∀  

): فيتعر ) ( )f n g n ∈Ω  اگر و فقط اگر ثابت cح ي ثابت صح وonوجود داشته باشد که :  

  

)()(:0 ngcnfnn ≥≥∀  

)تم به   يک الگور ين تعداد اعمال لازم جهت      يين صورت کران پا   يدر ا  )c g n  ن صورت  يو بد . ده است ي محدود گرد

):  شوديخوانده م )f nبزرگ ي اُمگا ( )g nاست .  

): فيتعر ) ( )f n g nθ  ∈       1ي اگر و فقط اگر ثابتهاc 2 وc   حي و ثابت صحon      ي که برا  ي وجود داشته باشد به گونه ا 

onnريهمه مقاد   .مي داشته باش≤

  

)()()(: 210 ngcnfngcnn ≤≤≥∀  
  ):١(قضيه 
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١٦      تحليل الگوريتمها

  

n وجود داشته باشند که براي همه مقادير on و ثابت c اگر و فقط اگر ثابت  f(n)∈o(g(n)):تعريف n≥ o داشته ،

  :مباشي

|)(||)(|:0 ngcnfnn <≥∀  

  :را ميتوان به گونه ديگری نيز تعريف کرد oنماد 

0
)(

)(
lim))(()( =⇔= ∞→ ng

nf
ngnf nο  

  :مثال

)(
log

n
n

n ο=  

  

  

n وجود داشته باشند که براي همه مقادير on و ثابت c اگر و فقط اگر ثابت  f(n)∈ω(g(n)):تعريف n≥ o داشته ،

  :مباشي

|)(|.|)(|:0 ngcnfnn >≥∀  

  :تعريف کرد را ميتوان به گونه ديگری نيز ωنماد 

∞=⇔= ∞→ )(

)(
lim))(()(

ng

nf
ngnf nω  

  

  : ميتوان بصورت زير بيان کردb و a را با دو عدد حقيقی g و fمقايسه نمادهای مجانبی دو تابع : نکته
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  : نکته
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١٧      تحليل الگوريتمها م -۲-۲ ت ي ر و گ ل ا ط س و ت م ت ل ا ح ل ي ل ح ت
. ميت بيشتری نسبت بدترين حالت و بهترين حالـت الگـوريتم ميباشـد   تحليل حالت متوسط يک الگوريتم دارای اه 

يک  نشان دهيم آنگاه     A(n) ورودی را در حالت متوسط با        nاگر تعداد تکرار يک دستورالعمل در يک الگوريتم با          

  :رابطه ساده جهت بدست آوردن حالت متوسط بصورت زير ميباشد

∑
∈

=
Si

iFiPnA )().()(  

 تعداد تکرار دسـتور مـورد نظـر در          F(i) ام و    i احتمال رخ دادن حالت      P(i)حالات ممکنه،    مجموعه   Sکه در آن    

  . ام ميباشدiحالت 

  :را در برنامه زير بدست آوريد) *(متوسط تعداد تكرار دستورالعمل : مثال

Procedure   max (A,n,j) 
      j� 1 
     for  i�2   to  n   do 
               if   A(i) > A(j)    then 
                        j�i           (*) 
               endif 
      repeat 
end. 

  : در نظر ميگيريم و لذاAn را بطور متوسط برابر با  تايي nدر يك آرايه * تعداد تكرار دستور

 0 1nA n≤ < −  
  . آرايه باشدیدر ابتدا در اين زيربرنامه در صورتي صفر است كه بزرگترين عنصر (*)تعداد تكرار دستور 
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)تعداد تکرار دستور  ) ( )A i A j>  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1 1 1 1n n n n n

n n n n
− + − + − + + − = −L

  
  . شودي بار تکرار مn-1شه يپس هم

  د؟ير بدست آوريرا در برنامه ز(*) متوسط تعداد تکرار دستورالعمل: مثال

Function Linear_search(A, n, x) 
    for    i�1    to    n    do 
         if    A(i)=x      then (*) 
                 return i    
        endif 
    repeat 
end. 



١٨      تحليل الگوريتمها

 
( )1 1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3n n n
n n n n n n

× + × + × + + × = × = + + + +L L

	� ���ار= ��  

( )11 1
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⇒ =

  
ن مثال هرگاه که شرط برقرار باشد از حلقه ي در اي شد ولي اجرا مn در هر صورت حلقه تا يتم قبليدر الگور: نکته

  .مي شويخارج م

  :دست آوريد را ب QuickSortميانگين زمان اجرای الگوريتم : مثال
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  . ميباشدO(n. log n)  برابر QuickSortی الگوريتم بدترين حالت ميانگين زمان اجرا: نتيجه

  

  

  

  



١٩      تحليل الگوريتمها

متوسـط زمـان اجـرای الگـوريتم        .  داده شـده باشـند     xو کليـد    ) صـعودی (فـرض کنيـد يـک آرايـه مرتـب           : مثال

BinarySearchرا محاسبه کنيد .  

Function BinarySearch( A, n, x) 
    low ← 1 
    high←n 
    while low≤high do 
        mid←(low+high)/2 
        if x=A(mid) then 
            return mid 
        elsif x>A(mid) then 
            low←mid+1 
        else 
            high←mid-1 
        endif 
    repeat 
    return 0 
end. 

 جـستجو    داخل آرايه موجود باشد تعدادی مقايسه با عناصر آرايه صـورت ميگيـرد و نهايتـاً                xدر اين الگوريتم اگر     

 جستجو  داخل آرايه موجود نباشد، تعدادی مقايسه با عناصر آرايه صورت ميگيرد و نهايتاً xموفق خواهد بود و اگر      

جستجوی دودويي انجام ميشوند برای نمونه به آرايه  مقايسه ها بصورت جستجو در يک درخت .ناموفق خواهد بود

  :زير و درخت حاصل از جستجوی آن دقت کنيد

9 8 7 6 5 4 3 2 1 A 
 مقادير 6 10 16 19 21 42 66 81 93

 تعداد مقايسات در حالت موفق 3 2 3 4 1 3 2 3 4

  

  
  

5 

2 7 

1 3 6 8 

9    

 

   

  

4 

 



٢٠      تحليل الگوريتمها

درخـت بـالا را درخـت       . گره های داخلی با دايره نشان داده شده اند         در درخت بالا گره های خارجی با مستطيل و        

جستجوهای موفق به گره های داخلی و جستجوهای ناموفق به گـره هـای خـارجی خـتم                  . تصميم دودويي مينامند  

  .ميشوند

  n0=n+1 نشان دهيم آنگاه n نشان داده و تعداد گره های داخلی را با n0اگر  تعداد گره های خارجی را با : نکته

 2.77=25/9=9/(4+3+2+3+1+4+3+2+3)=ميانگين جستجوهای موفق

 
  در آرايه x در صورت موجود نبودن  داخل عناصر مختلف آرايه و همچنينxفرض کنيد احتمال موجود بودن : نکته

 و [5,9] در مجموعـه  xبه اين معنی که احتمال قـرار داشـتن   ( بين عناصر آرايه مساوی است  xاحتمال قرار داشتن    

  ).کلاسها متساوی الاحتمالند(مساوی است... و  [11,15]

9 8 7 6 5 4 3 2 1 A 
 تعداد مقايسات در حالت ناموفق 3 3 3 4 4 3 3 3 4 4

 3.7=37/10=10/(4+4+3+3+3+4+4+3+3+3)=ميانگين جستجوهای ناموفق

 مقايسه برای جستجوی موفـق   k باشد، آنگاه الگوريتم جستجوی دودويي مستلزم حداکثر         (n∈[2k-1,2kاگر  : قضيه

  . مقايسه برای جستجوی ناموفق استk يا k-1و 

 جستجوی موفـق در بهتـرين وضـعيت    . استΘ(log n)جستجوی ناموفق دارای هميشه دارای مرتبه زمانی : نتيجه

Ω(1) و در بدترين وضعيت O(log n)ميباشد .  

  :حال متوسط تعداد مقايسات در جستجوی موفق را محاسبه ميکنيم

  : نشان دهيم، آنگاه تعريف ميکنيمLevel(v) يک گره داخلی در درخت تصميم باشد و سطح آن را با vاگر 
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  E=I+2n: قضيه

  .با استقرا اثبات کنيد: راهنمايي اثبات

 و ميانگين   S(n) گره داخلی را با      nبا  حال اگر ميانگين تعداد مقايسات در جستجوی موفق در يک درخت تصميم             

  : نشان دهيم، آنگاهU(n)مقايسات در جستجوی ناموفق را با 
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  :حال با استناد به قضيه بالا و دو رابطه به دست آمده ميتوان نتيجه گرفت که

1
1

1
12 −+=−+=+−=⇒ )()(
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nnUn
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nnE
nS  

 : در نتيجهU(n)=Θ(log n) ديديم که و چون قبلاً

)(log)( nnS Θ=   



٢١      تحليل الگوريتمها

ی -۲-۳   ت ش گ ز ا ب ط ب ا و ر
باشد معمولاً بـه صـورت بازگـشتی        دهنده زمان اجرای الگوريتم مي    در تحليل الگوريتمهای بازگشتی تابعی که نشان      

   .در اين قسمت به طور مختصر از حل روابط بازگشتی سخن خواهيم گفت. شودظاهر مي

 kهمگن درجه خطي به طور کلی يک معادله بازگشتی . سته بندی کردان از روی درجه آن د روابط بازگشتی را ميتو

  :)شودکه به آن معادله تفاضلی نيز گفته مي(باشدبه صورت زير مي

(*)0
110

=+++ −− knknn tatata L  

  :باشد را در نظر بگيريدبراي نمونه رابطه زير که نشان دهنده دنباله اعداد فيبوناچي مي

21 −− += nnn fff  

  :توان آن را بصورت يک معادله بازگشتی همگن درجه دو به صورت زير در نظر گرفتکه مي

21110
21021

=−=−==⇒=−− −− kaaafff nnn  

ه -۱-۳-۲  .پردازيمحال به روشهای حل معادلات بازگشتی مي ج ر د ی ت ش گ ز ا ب ط ب ا و ۱ر
صورت تو در به اين معنی که با باز کردن رابطه ب. گذاری قابل حل ميباشنداين روابط به سادگی از طريق روش جاي

  .تو ميتوان رابطه را حل نمود

  :مثال
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ه -۲-۳-۲ ج ر د ی ت ش گ ز ا ب ط ب ا و ن( ۲ر گ م )ه
. شـود های يک معادله بازگشتی خطي همگن، يک جواب برای معادله محسوب مي           هر ترکيب خطي از جواب    : نکته

  :باشند يعنی روابط زير برقرار باشند(*)  جوابهايي برای معادله ng و nfبه بيان ديگر اگر 
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  : به صورت زيرnt با فرض تعريف d و cآنگاه برای مقادير ثابت و دلخواه 

nnn dgcft +=  

nt شودمحسوب مي(*)  نيز به دليل زير جوابی برای معادله:  



٢٢      تحليل الگوريتمها
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  .باشدترکيبی خطي از جوابهای مختلف آن مي(*) از اين رو حل معادله 

n(*)بايد در (*) حال با برای به دست آوردن معادله مشخصه 
n xt   :و لذا به رابطه زير خواهيم رسيد.  قرار داد=
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  :x≠0با فرض 
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  .نامندمي(*)  را معادله مشخصه مربوط به معادله p(x)=0معادله 

 نشان دهيم   irها را با    است و اگر ريشه   ) که لزوماً مختلط نيستند   ( ريشه   kاين معادله در فضای اعداد مختلط دارای        

  :آنگاه
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i
irxxp

1
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)(=0چون  irp است لذا irx nهای معادله مشخصه و در نتيجه  يکی از جواب=
ir حل رابطه بازگشتی است و 

  : ها مختلف باشندri اگر شود بنابراينچون ترکيب خطي جوابها نيز يک جواب محسوب مي
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 k معادلـه  kتـوان  در رابطه بـالا مـي   ) مقدار اوليه k(با قرار دادن شرايط مرزی .  ها اعداد ثابتی هستندciکه در آن 

  . ها را مشخص نمودciتوان مجهول توليد کرد که با حل آنها مي

شود را محاسـبه    ي امين عدد دنباله فيبوناچی که به صورت زير تعريف م          nبا استفاده از روش معادله مشخصه       : مثال

  :کنيد
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  :رسيم در رابطه به دو معادله دو مجهول ميn=1 و n=0با قرار دادن حال 
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٢٣      تحليل الگوريتمها

  

  :دي را بدست آورزير تابع ي هايتعداد فراخوان: مثال

function   f(n) 
       if   n<2     then 
               return      n 
       else 
               return    f(n-1)+f(n-2) 
       endif 
end. 

=Anتابع ي هاي تعداد فراخوان fي با ورود n  
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 يريتم مقـاد ين الگوري کند ايش مير پويک درخت را به شکل زي و ميباشدم و حل    ي تقس يجر قبل يروش حل پروس  

  .  باشدي مي نمائزمانی الگوريتم ن علت مرتبه ي کند و به هميمحاسبه مبصورت تکراری ن بار يرا چند

  : f(5) راخوانی فمثال درخت 

  

  

  

  

  

  

  

f(5) 

f(3) 
f(4) 

f(3) f(2) f(1) f(2) 

f(2) f(1) f(1) f(0) f(1) f(0) 

f(1) f(0) 



٢٤      تحليل الگوريتمها

 پايين بـه  توان حل كرد كه اين روش    هم مي ها به سمت ريشه با حفظ مقادير          اين مسئله را به وسيله يك حلقه برگ       

  )پويابرنامه سازی روش . (شود هاي تكراري حذف مي  است در اين روش حالت(bottom-up) بالا 

ي -٤-٢   ل ص ا ه ي ض (Master Theorem)ق

ز روشهای حل مسئله به نام روش تقسيم و حل آشنا خواهيم شد که در تحليل مرتبه زمانی            در فصل بعدی با يکی ا     

ای به نام قضيه اصلی نياز خواهيم داشت و لذا در اين قسمت به بيان الگوريتمهای طراحی شده به آن روش به قضيه

  .آن خواهيم پرداخت

  :قضيه اصلی

( ) ( ) kn
T n aT Cn

b
= +

 if           

  : است آنگاهb>1 اعداد ثابت و k وc,a,bكه در آن 
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  :مثال

  . را به كمك قضيه اصلي به دست آوريدBinary searchزمان اجراي 
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  . تأثيري نداردزمان نهايي در cدر قضيه اصلي مقدار : نكته

  هاي زير را به كمك قضيه اصلي محاسبه كنيد؟  زمان اجراي مثال:مثال
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٢٥      تحليل الگوريتمها

 ( )log .log logn nθ⇒  � ( )log ,m mθ  
  

  :مثال
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 (Greedy)

اين روش جزو رده بزرگتري به . شود روش حريصانه، روش آزمند و يا روش دستاوردهاي قدم به قدم نيز ناميده مي

  :سازي است در اين روش نام روشهاي بهينه

هينـه شـدن    ای از انتخابها را در پيش رو داريم که بايد از بين اين دنباله انتخابهايي را که منجـر بـه ب                     دنباله -۱

  .جواب نهايي گردد انتخاب کنيم

اي از    تـر مؤلفـه     در هر مرحله از مراحل اجرايي الگوريتم بايد بخـشي از جـواب يـا بـه عبـارت درسـت                     -۲

  .هاي جواب را به دست آوريم مؤلفه

هاست كه ممكن است ترتيب آنها نيز اهميـت داشـته     اي  از داده     نتيجه نهايي يك الگوريتم آزمند مجموعه      -۳

  .هاي ورودي است ها بيشتر مواقع زيرمجموعه داده اين مجموعه داده. باشد

البتـه باتوجـه بـه اينكـه در     .  نمايـد  )بيـشينه و يـا    کمينه   ( را بهينه  همسئلجواب نهايي بايد تابع هدف يك        -۴

شود واضح اسـت كـه ايـن          نگري وجود ندارد و به وضعيت جاري بيشتر توجه مي           هاي آزمند آينده    روش

شـود نـه       فعلي حاصل مـي    min و   max نباشد و محلي باشد و به عبارتي         سراسریت  ممکن اس بهينگي  

  .سراسریماكزيمم و مينيمم 

اي از جـواب،   هاي ورودي به عنوان مؤلفه تصميم اتخاذ شده در مورد انتخاب يا عدم انتخاب يكي از داده           -۵

  .قطعي و غيرقابل برگشت است

ا انجام داد و اميدوار بود کـه بهتـرين انتخـاب محلـی              در اين روش بايد بصورت محلی بهترين انتخاب ر         -۶

اگر بتوان اين موضوع را اثبات کرد ميتوان مسئله را بـه  ( منجر به بهترين انتخاب سراسری نير خواهد شد    

  ).اين روش حل کرد

  .مسئله مهم در استفاده از روش حريصانه اثبات مورد پنجم از موارد بالا ميباشد: نکته

  

  :هاي حريصانه عبارتند از اجزاي الگوريتم

  .شود هاي جواب از بين آنها انتخاب مي  مجموعه اوليه كه مؤلفه-١

  ).به عنوان بخشي از جواب(اند  هايي كه تا به حال انتخاب شده  مجموعه مؤلفه-٢

  . تابعي براي انتخاب مؤلفه بعدي-٣

لي امكان رسيدن بـه جـواب وجـود دارد يـا     هاي قب  تابعي براي تعيين اينكه با انتخاب جاري و مجموعه انتخاب      -٤

  .خير
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  . تابع هدف براي ارزش دهي به جواب مسأله كه هدف نهايي بهينه كردن اين تابع است-٥

  .های قبلیای جهت اضافهکردن انتخاب فعلی به مجموعه انتخابرويه -٦

، خـرد کـردن     ايلها، انتخاب فعاليتهـا   ها، درخت پوشای مينيمم، ادغام دودويي و بهينه ف        مسائلی نظير زمانبندی برنامه   

مدل کلی روش حل مسئله با  . را ميتوان توسط روش حريصانه حل نمودغيره و پول، کوتاهترين مسيرهای هم مبداء

  .روش حريصانه بصورت زير ميباشد

  

function     Greedy(A,n) 
                  solution    �  ∅ 
                  for    i�1     to  n   do 
                         x � select (A) 
                         if   feasible(x,solution)     then 
                             solution �  union (solution,x) 
                         endif 
                  repeat 
                  return    solution 
end . ١-٣- 

ه ل و ك ه ل أ س هم د ا س ي ت ش یپ ر س ک ا (ي
Knapsack

(
به عنوان ورودی است  مختلف با محتوياتی که دارای ارزش و وزنهای کيسه nفرض بر اين است که  در اين مسئله 

شخصی با يک کوله پشتی قصد انتخاب اين اجناس را      . هر کيسه دارای وزن و سود مشخصی است       . داده شده است  

  .ای است که سود حاصله بيشينه گردد و قرار دادن آنها در کوله پشتی به گونه، انتخاب اجناسهدف. دارد

  : ورودي

n : کيسه هاتعداد  

Pi : کيسه كل انتخابسود حاصل از iاُم   

Wi : کيسهوزن كل iاُم   

M :پشتیگنجايش كوله   

  .گيرد  قرار مي Xآرايه ام iعنصر شود داخل   اُم كه انتخاب ميi کيسهكسري از : خروجي

X i =  کسری از کيسهiام که انتخاب ميشود  .(0 ≤ Xi ≤ 1) (i=1,…,n) 

∑ حاصل از انتخاب اجناس يعنی  سودينه کردنبيش: هدف
=

n

i
ii pxMax

1

.  

  

  : شرايط مسئله

تـوانيم همـه را بـرداريم و          پشتي بيشتر است زيرا اگر كمتر باشد يعنـي مـي            ها روي هم از وزن كوله       کيسهوزن همه   

 ايـن   .پشتي نبايد بيشتر شـود      مجموع وزن اجسامي كه انتخاب كرديم از وزن كل كوله          همچنين   وجود ندارد بي  انتخا

  :توان به صورت زير بيان کرددو شرط را مي

١-     1

n

i

i

w M

=

>∑
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٢-    1

n

i i

i

x w M

=

≤∑
  

 
توسط مثالهای نقضی ميتوان نشان داد که انتخاب کيسه ها بصورت صعودی وزن و يا نزولی سـود ممکـن                   : راه حل 

و لذا راه حل بهينـه بـه گونـه ای    ) توسط مثال نقضی اين موضوع را نشان دهيد   (!  جواب بهينه نگردد   است منجر به  

  .است که بايد کيسه ها را بصورت نزولی سود بر وزنشان انتخاب کرد

 شـروع بـه   کيـسه ترين   را محاسبه كرده و از با ارزشهاکيسهباشد كه سود حاصل از هركيلو از         اين مي  بهينه   حل  راه

سري از آن جـسم را  ، در غيراين صورت ك ـی خالی دارد اين کار ادامه ميابدپشتي فضا تخاب كنيم مادامي  كه كوله   ان

  .كنيم تا کوله پشتی کاملاً پر شود انتخاب مي

 کنيم کهای مرتب ميه گونه را بهاکيسهبه بيان ديگر ابتدا 
1 2

1 2
....... n

n

P P P

W W W
≥ ≥ ≥

  .  و سپس به ترتيب انتخاب ميکنيم

  .باشد  آنها ميیود هر كيلوس شده براساس بيشترين مرتب هایکيسه وزن Greedy- knapsackدر الگوريتم 

0پشتي ساده   كوله مسئلهدر 1ix≤ ≤) .ix  درايهi ام آرايه Xالگوريتم مورد نظر در زير بيان شده است. ) ميباشد.  

  

  

Procedure Greedy- knapsack ( W, n, M, X ) 
 cu    �    M 
 X   �  0 
 for i�1   to    n    do 
 
 

 

  x(i)   � 1 
  cu    � cu- w(i) 
 repeat 
 x(i)   �  cu/w(i) 
end 

  

 پـر   و نيز کولـه کـاملاً    کسب کنيم م تا بيشترين سود را      كني   اُم را انتخاب مي    i برقرار شود، كسري از جسم       شرطاگر  

  .شود

  

  

  

  

  

  

  

if    w(i)  > cu    then  
Exit                                  (feasibility) 

endif                           

  شود  اُم انتخاب ميiاگر شرط مقابل برقرار نباشد جسم 
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س -٢-٣   دم ا ه ل اغئ ه ل ي ا ف ه ن ي ه ب و ي ي و د و د م ب(ا ت ر م ی ا ه ه ي ا ر آ ا )ي
 رکورديا عنصر باشند m2 و m1ميدانيم که برای ادغام دو آرايه يا فايل مرتب که هر کدام به ترتيب دارای : يادآوری

با فرض  .  در نظر بگيريم   m1+m2حال اگر هزينه  ادغام اين دو آرايه را برابر با            .  ميباشد O(m1+m2)نياز به زمان    

.  فايـل ميباشـد    nايـن   ) کمترين هزينـه  (و بهينه   يل مرتب، هدف پيدا کردن روشی جهت ادغام دودويي          ا ف nداشتن  

 فايل را به طرق مختلفی ميتوان ادغام کرد که هر طريق ادغام دارای درخت ادغام مخصوص بـه خـود                  nميدانيم که   

 برگهـاي    كه داراي كمترين مقايـسه جهـت رسـيدن از           ادغام درخت دودويي بهترين  الگوريتمي براي ساخت    . است

  . مورد نظر استدباش درخت به ريشه آن مي

 طريق ميتوان آنها را ادغام کرد کـه کمتـرين هزينـه    ۳ داشته باشيم به ۳۰ و ۲۰، ۱۰اگر سه فايل به اندازه های      : مثال

  : در زير هر سه درخت ادغام را ميبينيم. ميباشد۹۰ادغام برابر با 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :را محاسبه کنيد  فايل به صورت دودوييnتعداد طرق ادغام : سوال

A2=1 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1

1

1 2 2
......

2 2 2 2 2

! 1 ! 2 ! ..........2! 3! 2! ! 1 !

22! 2 ! 2! 3 ! 2! 4 ! .......2! 2! 1! 2! !

n n

n

n n n n
A A

n n n n n

n n n n

−

−

− −       
= ∗ = =       
       

− − −
= =

− − −  
لذا اگر بخواهيم همه درختهای ادغام را توليد کرده و کم هزينه ترين آنها را انتخاب کنيم هزينه بسيار زيادی را بايد               

  .ای بهترين درخت ادغام را توليد کندلذا نياز به الگوريتمی است که در زمان چند جمله!. پرداخت کرد

  :ت دودويي با كمترين هزينهالگوريتم ساخت درخ

) از ريشه     vi گره فاصله: عريفت ) ( ) 1i idist v level v= −  

�٠ 

١٠ 

�٠ 

٣٠ 
١٠ 

٣ ٩٠ ٢٠ ١+٠ ٠ ٢ ٣+٠ ١+٠ ٠ ١ ٠ ٢=٠ ٣+٠ ١+٢×٠ ٢×٠
 

١٠ ٢٠ 

٣٠ 

�٠ 

٢٠ ٣٠ 

٣ �٠ ٢+٠ ٠ ١ ٣+٠ ٢+٠ ٠ ١ ١ ١=٠ ٣+٠ ٢+٢×٠ ٢×٠
 

٢ ٣٠ ١+٠ ٠ ٣ ٢+٠ ١+٠ ٠ ٩ ٣=٠ ٢+٠ ١+٢×٠ ٢×٠
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 WEPL=Weighted) فايـل بـصورت دودويـي ادغـام شـوند     n تـا  صرف کـرد يد اي كه با مقدار هزينه: تعريف

External Path Length).  

( ) ( )
1

1 cos

n

i i

i

Wep dist v t v

=

= ∗∑
  

 كـم   ميـسازيم و سـپس    براي بدست آوردن درخت دودويي با كمتـرين هزينـه يـك نـود جديـد                 : توضيح الگوريتم 

و آن را از ليـست   گـره جديـد درج ميکنـيم    (left child) کرده و به عنوان فرزند چپ انتخابترين نود را  ارزش

سپس گره جديد . دهيم  انجام مي)right child( راستفرزند سمت دوباره همين كار را براي  سپسكنيم حذف مي

 از ليست حذف )ز آخریبه ج(ليست دهيم كه همة نودهاي   اين كار را انجام مي  تا مادامي.را به ليست اضافه ميکنيم

  :بينيمکد الگوريتم مورد نظر را در زير میشبه . شوند

  

  

Function construct_tree(L,n) 
    For i�1 to  n-1  do 
       Get node(T) 
       Lchild(T)� least(L)   
       Rchild(T) � least(L) 
       Cost(T) � cost(Lchild(T))+cost(Rchild(T)) 
        Insert(L,T)    
    Repeat 
    Return least(L) 
end . 

Select :انتخاب ميکند را  عنصر با کمترين هزينه در ليست دوهر بار.  

Feasibility :-  

Union :كند  مي بعد از پيوند به گره جديد به ليست اوليه اضافه.  

  

  . نشان ميدهد۱۱  و۴، ۳، ۲ده های ورودی شکل زير روند ساخته شدن درخت دودويي ادغام بهينه را بر روی دا

  

               

                                                        �        
  

  

  

  

  

  

  

  

                  

  كـرده و   آن را حـذف   را پيـدا كـرده      کمتـرين مقـدار     در ليست   : least(L)رويه

  .گرداند آدرسش را برمي

٧
 � 

١ ١
 

٢ ٠
 ١ ١

 
٢

 

�
 ٣

 

٩
 � ٢

 

�
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٩
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�
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  ٣-٣- 
گ ن ي د Huffmanك

يکی از کاربردهای مسئله ادغام دودويي فايلها در کدينگ هافمن است که جهت فشرده سازی فايلها يا ارسـال کـم                     

گيـريم در سـتون       در ابتدا يك جدول درنظر مـي      . ر اطلاعات بر روی خطوط شبکه مورد استفاده قرار ميگيرد         حجمت

 كـرده و براسـاس آن درخـت         محاسـبه ها را     كنيم در ستون دوم تعداد تكرار داده        را وارد مي  ) ها  داده(ابتدايي مقادير   

هـاي   يـال صـفر و   برچـسب   را  هر گره     چپ هاي  يالسازيم سپس      مي Construct-treeدودويي را طبق الگوريتم     

 که برچسب يالهای درخـت   را گيريم در ستون آخر جدول كدهاي جديد        يك در نظر مي   برچسب  را  هر گره    راست

 برچسبهای جديد کـدهای  .ميناميمكدينگ هافمن برچسبها را  اين .كنيم ميحاصله از ريشه تا هر برگ است را درج     

جهـت  . ه در فشرده سازی فايلها حجم کمتری را به خـود اختـصاص ميدهـد              جايگزين کدهای قبلی خواهند شد ک     

بديهی است کـه بايـد اطلاعـاتی در         (بازگرداندن فايل به حالت اوليه نيز از برعکس همين روش ميتوان استفاده کرد            

  .!) درخت کدينگ را ساختفايل فشرده شده قرار داد که از روی آنها بتوان مجدداً

  

 فايل اوليه

١٠٠ ١١٠ ٠١١ ٠١١ ١٠٠ ٠١٠ ١٠٠ 
  

  داده  تعداد تكرار  كدينگ هافمن

----  

----  

١٠٠  

١١  

٠  

----  

١٠١  

----  

٠  

٠  

١  

٢  

٣  

٠  

١  

٠  

٠٠٠  

٠٠١  

٠١٠  

٠١١  

١٠٠  

١٠١  

١١٠  

١١١  

  

  

  فايل نهايي

۰  ۱۰۰  ۰  ۱۱  ۱۱  ۱۰۱  ۰  
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م -۳-۴   م ي ن ي م ي ا ش و پ ت خ ر د
يک گراف همبند وزندار از جمله مسائل پر کـاربردی در           مسئله پيدا کردن درخت پوشای با کمترين هزينه بر روی           

  از ي مفروض است، هدف پيدا کردن زيرگراف    G(V,E)گراف  همبند وزندار     . الگوريتمهای گراف محسوب ميشود   

Gاست که دارای خواص زير باشد :  

   باشدVشامل همه گره های  -۱

  همبند و بدون حلقه باشد -۲

   را دارند دارای کمترين هزينه باشد۲ و ۱در بين کليه زيرگرافهايي که شرط  -۳

برای اين مسئله الگوريتمهای متعددی وجود دارد که از بين آنها به بيان دو الگوريتم که روش طراحی آنها حريصانه               

  .است ميپردازيم

  .اگر گراف ورودی همبند نباشد، دارای درخت پوشا نيست: نکته

اگر يک يال به آن اضافه کنيم شرط بـدون          .  يال ميباشد  n-1  دارای  راس دقيقاً  nدرخت پوشای يک گراف با      : نکته

 در نتيجـه    .حلقه بودن آن نقض ميشود و اگر يک يال از آن حذف کنيم شرط همبند بـودن آن نقـض خواهـد شـد                       

 يـال  n-1زير درختی از گراف که دارای :  راس را به اين صورت تعريف کرد   nميتوان درخت پوشای يک گراف با       

ي -١-٤-٣  .ميباشد ر و گ ل شا ا ر م (لات
kruskal

(
در اين الگوريتم در هر مرحله يک يال با کمترين هزينه از گراف ورودی انتخاب شده و از گراف حذف شده و در                       

کـه در ابتـدای الگـوريتم      (صورتيکه اضافه کردن آن به درخت موجب ايجاد حلقه نشود آن را به درخت مورد نظر                 

شـبه کـد    . يال به درخت اضافه نشده است ادامـه ميابـد  n-1ه تعداد اين عمل تا زمانيک. اضافه ميکنيم) خالی است

  .الگوريتم را در شکل زير ميبينيم
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2 1 1 
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1 
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1 
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11 101 100 0 
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Procedure kruskal 
    T   �  ∅ 
    While ( |T| < n-1 ) and ( |E| ≠ 0 )   do 
        Select   edge e    from E with minimum cost  
        Delete   e  from   E 
        If  e  does not  create a cycle in T then 
             add e  to T 
        endif 
    repeat  
    if |T| < n-1   then write ('no spanning Tree ') endif 
end. 

  :مراحل ساخت درخت

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  !. ميباشدO(e. log n) پياده سازی برابر با  در بهترين الگوريتم زمانيهمرتب

a  d 

b 
e 

c 
f 
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٣٤      (Greedy)روش حريصانه  م -٢-٤-٣ ت ي ر و گ ل Primا

تم يدر الگور. سازد ينه را ميهزبا کمترين  يک لبه از درخت پوشايتم راشال در هر زمان يم، مانند الگوريتم پريالگور

از يک راس دلخواه شروع کرده و در هر مرحله يال با کمترين هزينه که يک راس مجاور آن در درخت بوده و م يپر

ک درخـت را    ي انتخاب شده    يها در هر مرحله، مجموعه لبه    . رخت نباشد را به آن اضافه ميکنيم      راس ديگرش در د   

تم راشـال   ي انتخاب شده در الگور    يها  درمقابل، مجموعه لبه   . و در هر مرحله درخت گسترش ميابد       دهند يل م يتشک

  .شبه کد الگوريتم را در شکل زير ميبينيم .دهند يل ميک جنگل را تشکيدر هرمرحله 

Procdure prim(v,E,T) 
    T�∅  
    Tv�{1} 
    While |T| < n-1    do  
        Select e= (u,v)     with   minimum  cost   from  E such that u∈Tv and v∉Tv 
        if there is no any such edge then 
              exit    
        endif 
        add  e  to   T 
        add  v  to   Tv 
    repeat 
    if |T|<n-1    then  write  ('no spanning tree')  endif 
end. 

  !. ميباشدO(e. log n) پياده سازی برابر با  در بهترين الگوريتم زمانيهمرتب

  : دراين الگوريتم

     : Select     با شرايط خاصهزينه كمتر

م -٣-٤-٣  feasibility:     وجود ندارد ها به علت نحوه انتخاب يال ت ي ر و گ ل ا ه س ي ا ق PrimوKruskalم

هـاي مـساوي     با هزينه يالن يچند كه توليد ميکنند متفاوت تدرخ دو   درصورتيkruskal و  primدو الگوريتم 

 و ه بودگره در ابتدا يك Primدر الگوريتم  . ولی هميشه هزينه درختهای توليد شده برابر و کمينه استداشته باشيم

چند  kruskal  در الگوريتم درحاليكهميابد تا به درخت پوشای کمينه تبديل شودگسترش کم کم در حين الگوريتم 

 پوشای  تبديل به درخت  در انتهای الگوريتم درختهای جنگل به هم پيوند خورده تا            كه   وجود دارد ) جنگل(درخت  

ی -٤-٤-٣ .کمينه شوند ا ش و پ ی ا ه ت خ ر د د ا د ع Knت

  .در اين بخش به بيان قضيه مهمی در مورد تعداد درختهای پوشا ميپردازيم

  

  

  

  

  

  . باشد و رأس ديگر نباشدTvيك رأس يال موردنظر در داخل

 .شود كه گراف اصلي ما همبند نباشد  برقرار مي رتياين شرط در صو



٣٥      (Greedy)روش حريصانه 

  :را بدست آوريد K4درختهای پوشای : مثال

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  . استnn-2برابر )  راسnگراف کامل با ( knثابت كنيد تعداد درختهاي پوشاي : ضيهق

  :كنيم  قضيه بالا استفاده مي اثبات زير برايروشاز : اثبات

 و  حرف استn حرفي روي n-2 رأس در تناظر يك به يك يا يك رشته n هر درخت پوشا بام کهدهيمينشان ابتدا 

  . است قضيه ثابت ميشودnn-2 حرف برابر با n حرفی روی n-2 های سپس چون تعداد رشته

 n-2با الگوريتم زير ميتوان برای هر درخت پوشا يک رشـته  . از هردرخت پوشا به يك رشته برسيم و برعكسبايد  

  .حرفی يکتا توليد کرد

 : را تکرار کنيد۲ حله مرn-2 تا ۱ از iبه ازای  -۱

 را از درخت حـذف کـرده و راس        ) ۱راس با درجه    (برگ  ) يا عددي از لحاظ ترتيب الفبايي     (کوچکترين   -۲

  . امين عنصر رشته محسوب ميکنيمiمجاور يال مربوط به آن را به عنوان 

١ ٢ ٣ ٤ 
d d c c 

  

  

  

  

  

a 
b 

c 

d 

f e 

� �

�

�



٣٦      (Greedy)روش حريصانه 

  

  

  

  

  :مرحله اول

   c 
  

  

  

  

  

  

  

  

  :مرحله دوم

    c  c 

  

  

  

  

  :مرحله سوم

  d c c 

  

  

 
  

  

  :مرحله چهارم

d d c c 
  

  

 
  

  

  ):رسيدن از رشته به درخت(وش بالا عكس ر

c 

d 

f e 

d 

f e 

d 

f 

b 

c 

d 

f e 



٣٧      (Greedy)روش حريصانه 

آيد سپس در مرحله بعد جدولي   بدست ميرئوسرشته موردنظر را با دو جمع كرده تعداد       طول  باتوجه به مثال بالا     

 در جـدول قـرار       و كنـيم    بـه اضـافه يـك مـي         را كنيم حال تعداد تكرار هر حرف در رشـته          از كليه حروف تهيه مي    

ه هر گره در درخت پوشا برابر با يکی بيشتر از تعداد دفعات ظهور گـره در رشـته                   قابل ذکر است که درج    (دهيم  مي

  .)است

 :را تکرار کنيد۳و  ۲ حله مرn-2 تا ۱ از iبه ازای  -۱

 . ام رشته برقرار کنيدi در جدول را انتخاب کرده و يالی بين آن راس و حرف ۱کوچکترين راس با درجه  -۲

 ها يالی برقرار شد يک واحد کم کنيد بين آن۲از درجه دو راسی که در مرحله  -۳

 .يالی بين دو راس باقيمانده برقرار کنيد -۴

  :مثال

f e d c b a 
1 1  3  3 

  

  

  

1 
 

1 
 

  

d d c c 
  

  :شروع کار

  

  

  

  

  

  

  

  :مرحله اول

 cكنيم حـال از درجـه         انتخاب مي ) a(و باتوجه به جدول كوچكترين برگ را        ) باشد   مي cكه(با حركت از سررشته     

  .دهيم باشد و اين كار را براي مراحل بعد نيز انجام مي مي) a(رده و همينطور از درجه برگ كهيكي كم ك

f e d c b a  
1 1 

 
3 
  

 

3 
2 

1 
 

1  
0 

  

D d c c 
  

  

b 

c 

d 

f e 

a 



٣٨      (Greedy)روش حريصانه 

  

  

  

  

  

  

  

  

 
 
 
 

  :مرحله دوم

  

f e d c b a 
1 1 

 
3 
 
 

3 
2 
1 

1 
0 

1 
0 

  
  

d d c  c 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :مرحله سوم

f e d c b a 
1 1 

 
3 
2 
 
 

3 
2 
1 
0 

1 
0 

1 
0 

b 

c 

d 

f e 

a 

b 

c 

d 

f e 

a 



٣٩      (Greedy)روش حريصانه 

 
  

  

d d c c 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :مرحله چهارم

  .كنيم  به يكديگر وصل مي انتهايي را در اين مرحله دو نود

  

f e d c b a 
1 1 

0 
3 
2 
1 
 

3 
2 
1 
0 

1 
0 

1 
0 

  

d d c c 
  

  

  

  

  

  

  

  :مرحله آخر

  

  

  

  

  

  

b 

c 

d 

f e 

a 

b 

c 

d 

f e 

a 

b 

c 

d 

f e 

a 



٤٠      (Greedy)روش حريصانه 

  

  

  

  

م -٥-٣   ه ي ا ه ر ي س م ن ي ر ت ه ا ت و اك د ب م
 SSSP يـا  )athsPhortest Source Single S(های هم مبـدا  در اين قسمت به بررسی مسئله کوتاهترين مسير

الگوريتمهای متعددی برای محاسبه طول کوتاهترين مسير بين دو گره در گراف وزندار وجود دارد که در       . ميپردازيم

در ايـن   .به روش حريصانه طراحی شده است لذا در اين قسمت به بيان آن ميپردازيم  Dijkstraاين ميان الگوريتم    

 الگـوريتم  .باشـد  هـاي ديگـر مـي    گـره  بـه    vمبدا نظير    گرهكوتاهترين مسير از يك     پيدا کردن طول    لگوريتم هدف   ا

  .دايکسترا بر روی گرافهای وزنداری قابل اجراست که هزينه يالها نامنفی باشد

  

  

  :فرضيات

       :i          Dist[i]  راس بهv  راسطول كوتاهترين مسير از

                         :n                      تعداد رئوس       

                                     :V:                         مبدأ

                                        :cost:      هاماتريس هزينه

 :p[i]     بر روس کوتاهترين مسيرiراسی قبل از راس 

  

  

صله مبدا به هر راس کم کم محاسبه شده و در هـر مرحلـه کمتـر ميـشود تـا در پايـان                        در اين الگوريتم کمترين فا    

در حين اجرای الگوريتم هر راسی که فاصله مبدا به آن بطـور کامـل محاسـبه                 . الگوريتم به کمترين حد خود برسد     

در ابتـدای   .  خواهد خـورد   (s[w]=1)شده بود و مقدار آن به کمترين حد خود رسيده باشد برچسب دائمی شدن               

  .(s[w]=0)کار همه رئوس به غير از مبدا دارای برچسب موقتی هستند

  

  

  :)۳ و ۲مرحله ( فاز ميباشد۲الگوريتم دارای : توضيح

 : بار تکرار کنيدn-2  را ۳ و ۲مراحل  -۱

اند راسـی کـه دارای کمتـرين فاصـله     در هر مرحله از ميان رئوسی که هنوز برچسب دائمی شدن نخورده       -۲

 .را انتخاب ميکنيم و آن را برچسب دائمی ميزنيم) Distکمترين (دا است نسبت به مب

 ـ۲ مابقی رئوسی را که هنوز موقتی هستند با توجه بـه راس دائمـی شـده در مرحلـه       Distمقدار   -۳ روز ه  ب

  .ميکنيم



٤١      (Greedy)روش حريصانه 

 

  

  

  :شبه کد الگوريتم در زير آورده شده است

  

Procedure Shortest_Paths(cost, n, v, dist, P) 
    For    i�1     to     n    do 
        dist[i]  �  cost (v,i) 
        p[i] �  v 
        s[i] �   false 
    repeat  
    s[v]  � True 
    for   i�1   to   n-2   do 
        select   vertex  u   such   that   dist (u)= min {dist(w) | s(w)= false} 
        s[u]  �  true  
        for all vertices  w   in which   s(w) = false   do    
            if   dist (u) +cost (u,w) <dist (w)  then 
                dist (w)  � dist (u) + cost (u,w) 
                p[w]  �  u 
            end if 
        repeat 
    repeat 
end. 
 
 

  :مثال

 بـا  P و Dist را به عنوان مبدا انتخاب کنيم آنگاه الگـوريتم تغييراتـی را در آرايـه            ۱اگر در گراف زير راس شماره       

  .ميتوان کوتاهترين مسيرها را رسم کرد p و distباتوجه به ستون . توجه به جداول زيرا بوجود خواهد آورد

 
 
 

 

 

 
 
 
 

  

  

  

  

  

  

  

  ۳مرحله
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3 6 

6 

12 
5 9 

2 
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12 

7 

2 3

15 
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  ۲مرحله



٤٢      (Greedy)روش حريصانه 

  

  :مرحله شروع

P Dist S Vertex 

1 0 1 1 

1 12 0 2 

1 2 0 3 

1 7 0 4 

1 ∞ 0 5 

1 ∞ 0 6 

  

  

  

P Dist S Vertex 

1 0 1 1 

3 11 0 2 

1 2 1 3 

3 4 0 4 

3 5 0 5 

1 ∞ 0 6 

  

P Dist S Vertex 

1 0 1 1 

3 11 0 2 

1 2 1 3 

3 4 1 4 

3 5 0 5 

4 21 0 6 

 
  

  

  



٤٣      (Greedy)روش حريصانه 

P Dist S Vertex 

1 0 1 1 

5 10 0 2 

1 2 1 3 

3 4 1 4 

3 5 1 5 

5 17 0 6 

  

P Dist S Vertex 

1 0 1 1 

5 10 1 2 

1 2 1 3 

3 4 1 4 

3 5 1 5 

2 16 0 6 

 ،٥ از طريق رأس ٢ قرار دارد، و اين بدان معني است كه كمترين هزينه براي رفتن به رأس۵ رأس p آرايه  ٢در سطر 

 ميتـوان   pاز روی آرايه    .  ميباشد )1�3�5�2( بصورت   ۲ به راس    ۱از راس   مسير   نکوتاهتري  در نتيجه  باشد  مي

اگر گراف ( (SPST) معروف استv) ريشه(بدا درختی توليد کرد که به نام درخت پوشای کوتاهترين مسيرها به م

شـکل زيـر درخـت پوشـای        ).  نيـز پوشـا اسـت      vاوليه همبند باشد درخت حاصل از کوتاهترين مسيرها به ريشه           

  . را نشان ميدهد۱کوتاهترين مسيرها به مبدا راس 

  

  

  

  

  

  

  

  :تطابق با روش حريصانه

         :Dist  Selectانتخاب راس موقتی با کمترين 

Feasibility:                                 -------------   
  :Union       *) (      در برنامه 

2 

1 

4 

6 

5 3 

1 

5 

3 

2 

2 



٤٤      (Greedy)روش حريصانه 

 درخـت پوشـای   nبا در نظر گرفتن هر يک از رئوس به عنوان مبدا و اجرای الگوريتم بيان شـده ميتـوان بـه                  : نکته

گراف زير نشان دهنده ايـن      . ينه نباشد کوتاهترين مسيرها رسيد که ممکن است هيچ کدام از آنها درخت پوشای کم            

  .موضوع ميباشد

  

  
  

 O(n2)براحتی ملاحظه ميشود که الگوريتم بالا را ميتوان بصورتی پياده سازی کرد که مرتبه زمانی آن : تحليل زمانی

ا -۶-۳  .!گردد ه ت ي ل ا ع ف ه ن ي ه ب ب ا خ ت ن ا
(Activity Selection)

. آن ميتوان به راحتی الگوريتمی به روش حريصانه توليد کرد، مسئله انتخاب فعاليتها نام دارد           مسئله ديگری که برای     

 سخنران وجود دارند که هر کدام زمان شروع و پايان سخنرانی خود را به عنوان ورودی مسئله اعـلام         nفرض کنيد   

نرانی بـا هـم اشـتراک بـازه زمـانی           هيچ دو سخ  ای است که    هدف انتخاب بيشترين تعداد سخنران به گونه      . اندکرده

  .نداشته باشند

جهت عدم تداخل در زمان شروع يا پايان ميتوان بدون کم شدن از کليت مسئله فـرض کـرد کـه پايـان بـازه                        : نکته

  . ميباشند(…]سخنرانيها باز ميباشند يعنی بصورت 

  :ورودي

       Si : شروع فعاليتiاُم   

       Fi : پايان فعاليتiاُم   

        n :هاتعداد فعاليت  

  .دنانتخاب بيشترين تعداد فعاليت به قسمي كه اشتراك بازه زماني نداشته باش: هدف

  : توضيح الگوريتم

را ) زودتـرين زمـان پايـان   ( اولـين فعاليـت   و سپسآنها مرتب کرده پايان زمانبراساس فعاليتها را درابتدا   -۱

 . ميکنيمانتخاب 

 : تکرار ميکنيما ر۳حله  مرn تا ۲ از iبه ازای  -۲

  . ام با آخرين فعاليت انتخاب شده تداخل بازه زمانی نداشت آن را انتخاب ميکنيمiاگر فعاليت  -۳

  

  :)اندفرض بر اين است که فعاليتها بر حسب صعودی زمان پايانشان مرتب شده(شبه کد الگوريتم را در زير ميبينيم

5 

3 

7 
1 

3 

7 



٤٥      (Greedy)روش حريصانه 

  

Procedure Activity_selector (A, S, F, n) 
    A� {1} 
    j�1 
    for   i�2    to n   do 
        if  Si ≥ Fj then 
            A   �  A ∪ {i} 
            j� i 
        endif 
    repeat 
end. 

  

  .شکل زير نمونه اي از يک مثال را نشان ميدهد

  

  

  

  

  

  :تطابق با روش حريصانه

  select :    را داشته باشدزمان پايان زودترين فعاليتي كه 

  :feasibility   با آخرين فعاليت انتخاب شده تداخل زمانی نداشته باشد

 :Union    اضافه کردن آن به مجموعه انتخاب شده ها

 ي مرتبه زمانيدارابيشترين زمان در الگوريتم مربوط به مرتب سازی ابتدای کار است و لذا الگوريتم     :  تحليل زمانی 

O(n log n)باشدي م .  

  : زير يک مثال و نحوه انتخاب فعاليتها را نشان ميدهد جدول:مثال

f i si selection 
4 1 � 
5 3 - 
6 0 - 
7 5 � 
8 3 - 
9 5 - 
10 6 - 
11 8 � 
11 8 - 
13 2 - 
14 12 � 

√ √ 

√ 

√ 



 

 Divide & Conquer

 ـ ي م مي شروع کرده و آن را به مسائل کوچکتر تقس          اصلي ن روش ابتدا از مسأله    يدر ا   سـپس هـر يـک از زيـر          .ميکن

 ين روش منطبق بر الگـو ي ا.مسائل را بصورت بازگشتی حل کرده و جواب حل زير مسائل را با هم ترکيب ميکنيم      

، به اين معنی که فضای حل مسئله از بالا به پايين ساخته شده تا به کوچکترين )Top Down(باشد ين مييبالا به پا

مشکل اين روش در اين است . کترين زير مسائل حل شده و با هم ترکيب ميشوندزير مسئله برسيم و سپس از کوچ

م، يدر هنگام تقـس   . که ممکن است زير مسائل تکراری محاسبه شوند و لذا منجر به بالا رفتن زمان حل مسئله گردد                 

 ي بـه گونـه ا     مات را يد تعـداد تقـس    ي ـست، با ينطور ن يشه ا ي شود اما هم   ي کوچکتر شکسته م   ائلمسأله بزرگتر به مس   

شتر ي حاصل بييکتر باشد معمولاً کارآين مقدار باشد، هرچه اندازه مسائل کوچک به هم نزديشتري بييگرفت که کارا

 شبه کد کلی روند حـل مـسائل در روش           .دن باش يباً با هم مساو   ير مسائل تقر  يشود اندازه ز   ي م ين سع يبنابرا. است

  :تقسيم و حل بصورت زير ميباشد

Procdure D&C (p,q) 
     if   small (p,q)   then 
           return G(p,q) 
     else 
         m� divide (p,q) 
        return combine (D&C(p,m) , D&C(m+1,q)) 
     endif 
end. 

 Small.  را مشخص کردcombine و small ، G ، divideبرای ارائه الگوريتم در اين روش بايد جزئيات توابع 

تصميم گيری در مورد کوچک بودن اندازه مسئله را انجام ميدهد به اين معنی که در اين تابع مشخص ميشود که اگر 

اندازه مسئله به حد کافی کوچک است که ديگر نيازی به فراخوانی بازگشتی الگوريتم نباشد عمل تقسيم مسئله بـه                    

 وظيفه تقسيم مسئله به زير مسائل divideتابع . ا حل ميکند مسئله با اندازه کوچک رGتابع . زير مسائل پايان ميابد

 -۱-۴  . هم ترکيب جواب زير مسائل را انجام ميدهدcombineکوچکتر را به عهده دارد و تابع 
ه ي ا ر آ ک ي ه ن ي ش ي ب و ه ن ي م ک ر ص ن ع ه ب س ا ح م

  

يتم در زيـر  کـد ايـن الگـور   . سبه کـرد اتوسط يک روش تقسيم و حل ميتوان عنصر کمينه و بيشينه يک آرايه را مح              

 :آورده شده است
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Procedure MinMax(A, l, u, min, max) 
    if l=u then 
        min←A(l) 
        max←A(l) 
    elsif l+1=u then 
        if A(l)<A(u) then 
            min←A(l) 
            max←A(u) 
        else 
            min←A(u) 
            max←A(l) 
        endif 
    else 
        mid ← (l+u)/2 
        call MinMax(A, l, mid, min1, max1) 
        call MinMax(A, mid+1, u, min2, max2) 
        if min1<min2 then 
            min←min1 
        else 
            min←min2 
        endif 
        if max1>max2 then 
            max←max1 
        else 
            max←max2 
        endif 
    endif 
end. 

knاگر : نکته  تايي به دو زير مسئله n باشد هميشه مسئله =2
2

n
  :شود و در نتيجه تايي شکسته مي 
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knاگر در الگوريتم بالا : نکته 23   : تعداد مقايسات بصورت زير خواهد بود باشد=×
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2لذا با تغيير الگوريتم به صورت زير ميتوان تعداد مقايسات آن را همواره به صورت  

2

3 −n
و )  های زوجnبرای ( 

2

3

2

3 −n
  :تبديل کرد)  های فردnبرای  (
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Procedure MinMax(A, l, u, min, max) 
    if l=u then 
        min←A(l) 
        max←A(l) 
    elsif l+1=u then 
        if A(l)<A(u) then 
            min←A(l) 
            max←A(u) 
        else 
            min←A(u) 
            max←A(l) 
        endif 
    else 
        if A(l)<A(l+1) then 
            min1←A(l) 
            max1←A(l+1) 
        else 
            min1←A(l+1) 
            max1←A(l) 
        endif 
        mid ← l+2 
        call MinMax(A, mid, u, min2, max2) 
        if min1<min2 then 
            min←min1 
        else 
            min←min2 
        endif 
        if max1>max2 then 
            max←max1 
        else 
            max←max2 
        endif 
    endif 
end. 

 

  :و در نتيجه زمان آن هميشه بصورت زير خواهد بود
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ب -٢-٤   ر نض س ا ر ت س ا ش و ر ه ب س ي ر ت ا م و (Strassen)د

 کـه   است عضو   n2  كه اين ماتريس داراي    باشد، ي م n×nس  يرک مات ي  حاصل ي، خروج n×nس  ي ضرب دو ماتر   در

  . باشدي مn×n ،O(n3)س يدو ماتر های مورد نياز برای ضربضرب تعداد پس داريماز ي ضرب نn به  هر عضويبرا

 ـ ا يم، که مرتبه زمـان    يده ي م ارائه n×nس  يضرب دو ماتر  الگوريتمی به روش تقسيم و حل برای        ن قسمت   يدر ا  ن ي

  . تبديل ميکنيمO(n2.81)سپس آن را با تغييراتی به  .خواهد بود O(n3)روش هم 

 زيـر  ۴تجزيه ميکنيم تا هـر مـاتريس ورودی بـه    مساوی ابتدا هر ماتريس ورودی را از سطر و ستون به دو قسمت   

  .ماتريس تجزيه شود
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  :به زير ماتريسهايي به صورت زير خواهيم رسيدبا تقسيم هر ماتريس از سطرها و ستونها به دو قسمت مساوی 
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  : به رابطه زير خواهيم رسيدk=n/2با فرض اينکه 
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 درايـه  n2/4 ستون است که نشان ميدهد هر زيـر مـاتريس دارای            n/2 سطر و    n/2هر کدام از زير ماتريسها دارای       

 قسمت از ماتريس حاصلضرب را توليد کرد کـه          ۴ميتوان دريافت که توسط روش زير ميتوان         با کمی تامل     .ميباشد

  . ميباشدO(n3) فراخوانی بازگشتی تابع دارد و لذا دارای مرتبه زمانی ۸اين روش نياز به 
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اتريـسی   جمـع م   ۴ ضـرب ماتريـسی و       ۸که نياز به    ( نوسط يک ايده جالب ميتوان معادلات بالا را          :نساروش استر 

  . جمع ماتريسی داشته باشد۱۸ ضرب ماتريسی و ۷به گونه ديگری بازنويسی کرد که نياز به )داشت

  .شود  جمع تبديل مي١٨ ضرب و ٧ به  جمع ٤ و  ضرب٨در ايده استراسن : نکته
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  : بنابراين
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ط ا ق ن ج و ز ن ي ر ت ك ي د ز ن ن ي ي ع ت ر -١-٣-٤ د ط ا ق ن ج و ز ن ي ر ت ك ي د ز ن ن ي ي ع يت د ع ب ك ي ي ا ض ف

  و. نقطه به عنوان ورودی داده شـده اسـت  nتعداد  اين محور بر رویداريم كه   را   xدرفضاي يك بعدي فقط محور    

  .هدف پيدا کردن کمترين فاصله مابين نقاط است

  

  :الگوريتم اول

 کمتـرين را  در اين روش تک تک نقاط را با بقيه نقاط بررسی کرده و فاصله آنها را محاسـبه کـرده و بـين فواصـل      

  . محاسبه داردO(n2)محاسبه ميکنيم که در نتيجه نياز به 

( ) ( ) ( )2 1 2 ....... 1o n n n← − + − + +
  

  :الگوريتم دوم

 شان مرتب کرده و سپس بين فواصل نقاط متوالی کمترين فاصله را محاسبه xميتوان ابتدا نقاط را بر حسب مختصه 

  .ميباشد) به خاطر مرتب سازی (O(n. log n)کرد که در نتيجه الگوريتم دارای مرتبه زمانی 

  ):روش تقسيم و حل(الگوريتم سوم

  نقاط را مرتب کنيد -۱

کمتـرين فاصـله   (را بصورت بازگشتی حل کنيد) pi; i=1,…,n/2( نقاط سمت چپn/2مسئله را برای  -۲

  ) ميناميمs1بين آنها را 

کمترين فاصـله  (را بصورت بازگشتی حل کنيد) qi; i=1,…,n/2( نقاط سمت راستn/2مسئله را برای  -۳

  ) ميناميمs2 را بين آنها

  :کمترين فاصله نهايي از رابطه زير قابل توليد است -۴

{ } { }{ }
( )

1 2min , ,min max

2 1 ( )
2

i is s q p

n
T n T o n

= −

 = + = 
   

  

  

  

  

  
  )مرتب سازیبادرنظر گرفتن  ( بوددخواه o(n log n)دركل 

ي -٢-٣-٤   د ع ب و د ي ا ض ف ر د ط ا ق ن ج و ز ن ي ر ت ك ي د ز ن ن ي ي ع ت
  :الگوريتم

  .كنيم  مي شان مرتبxمختصه درابتدا نودها را در اين فضا براساس  -۱

× × × × × × × × 

 S1 
 

S2 
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يک خط فرضی مجموعه نقاط را به دو قسمت چپ و راست که هر کـدام دارای                 با در نظر گرفتن     سپس   -۲

n/2عنصر هستند تقسيم ميکنيم .  

دو زير مسئله چپ و راست را حل کرده تا کمترين فاصله در هر دو زير مسئله توليد شود و سپس جواب  -۳

  .ميناميم S2 و S1حل دو زير مسئله را 

۴- S=min(S1,S2)   
ی فاصله نزديکترين نقطه از نقاط چپ و راست خـط را نيـز در محاسـبات                 حال اگر شبيه روش يک بعد      -۵

 يط سـع  ي شـرا  يکسريبا اضافه کردن     مسئله   نيدر ا لذا  . دخيل کنيم ممکن است به جواب صحيح نرسيم       

 از خط وسط از هر دو طرف يک محدوده در نظر        S ميتوان به اندازه     .ميسه ها را کم کن    يتعداد مقا م  يکن يم

 نقطـه   n/2اخل اين باريکه را با هم مقايسه کرد که در نتيجه باز در بدترين شرايط تمـام                  گرفت و نقاط د   

 O(n2) نقطه سمت راست خط وسط در اين باريکه ها قرار دارند و لذا مرتبه زمـانی                  n/2سمت چپ و    

فقـط نقـاط واقـع در مـستطيل          pمانند  خواهد شد ولی ميتوان برای هر نقطه واقع در باريکه سمت چپ             

اين مستطيل به اين صورت ساخته ميشود که بايد پاي عمود از نقطه نـسبت بـه    . صی را در نظر گرفت    خا

 به بالا، پايين و راست حرکت کرد تا يک ناحيه مستطيلی شـکل            Sخط وسط را پيدا کرده از آن به اندازه          

 مـستطيلی  بديهی است که حداکثر تعداد نقاط واقـع در ايـن ناحيـه   .  حاصل شود  S و عرض    2Sبه طول   

 نقطه در ۶و لذا برای هر نقطه در باريکه سمت چپ فقط بايد فاصله آن را با             !  نقطه است  ۶شکل برابر با    

  .باريکه سمت راست محاسبه کرد واين فواصل را نيز در محاسبه کمترين فاصله دخيل کرد

  .مي کنياده مل استفيک مستطي مشکل است از S با شعاع يره اي داياده سازينکه پيل ايبدل: نکته

2 در فضای دو بعدی از رابطـه  (x2,y2) و  (x1,y1)فاصله دو نقطه : نکته
21

2
21 )()( yyxx  محاسـبه  −+−

  .ميشود

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :و لذا مرتبه زمانی الگوريتم بصورت زير قابل محاسبه است

)log.()()( nn
nn

TnT Ο=+=
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٥٤ ع -۴-۴ فات ي هر ي ا پ ی ا ه م ت ي ر و گ ل ا یو ت ا ب س ا ح م ه س د ن ه ر د
خطها كه انتهاي هركدام به ابتداي ديگري وصل باشـد و ضـمناً بـسته شـود يعنـي                     اي از پاره    دنباله:  بسته عيچندضل

  .انتهاي آخري به ابتداي اولي متصل باشد

  . هيچ يالي، يال ديگري را قطع نكندای که در آنچند ضلعی بسته: چند ضلعی ساده

هردو نقطه داخل چندضلعي را به هم ( نداشته باشد ١٨٠ ازاي بيشتر  كه زاويهایچندضلعي ساده: چند ضلعي محدب

  .)خط حاصل داخل چندضلعي باشد وصل كنيم پاره

  : بعدی۲جهت چرخش بين سه نقطه در فضای 

321 ,, ppp   راست گرد�    

213 ,, ppp راست گرد�    

132 ,, ppp راست گرد�   

  

  

  گرد بودن گرد يا چپ الگوريتم جهت تشخيص راست

گـرد    صفر بود راستاز اگر كوچكتر ،گرد است   اگر بزرگتر از صفر بود چپ       محاسبه كرده،   را   دترمينان ماتريس زير  

  . نقطه هم خط هستند۳ و اگر مساوی صفر بود است

  :ی بصورت زير استگرد تشخيص چپ

                                 .باشد ميo (1)  داراي مرتبه زمانيلذا 

0

1

1

1

33

22

11

>
yx

yx

yx

  

  :نحوه تشخيص محدب بودن يك چندضلعي

گرد باشد چندضـلعي محـدب        گرد يا راست    چپهمگی   ی متوالی نسبت به دو راس قبل از خود        ها  أساگر تمامي ر  

                     o(n).است

 
  

  متقاطع بودن دو پاره خطچگونگي تشخيص : الگوريتم

 نسبت بـه  B راستگرد و    D و   C نسبت به دو نقطه      Aاگر  . اند به عنوان ورودی داده شده     CD و   ABدو پاره خط    

 نـسبت بـه دو   D راستگرد و  B و   A نسبت به دو نقطه      Cو همچنين   ) و يا بالعکس  ( چپگرد باشد  D و   C نقطه   دو

  بـار ٤در بـدترين وضـعيت    لذا بايـد     و    متقاطع هستند  CD و   ABآنگاه  ) و يا بالعکس  ( چپگرد باشد  B و   Aنقطه  

  . ميباشدO(1)ای مرتبه زمانی از اين رو الگوريتم دار. محاسبه شود) دترمينان بالا(الگوريتم تشخيص جهت 

  

  

  

  

P1(x1,y1) 
P2(x2,y2) 

P3(x3,y3) 

B 

A 

D 

C 
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   داخل چند ضلعي محدبنقطهنحوه پيداكردن يك : الگوريتم

ای داخل چنـد   نقطه(x,y) های آنها y های آنها و ميانگين xكنيم ميانگين  سه رأس متوالي را به دلخواه انتخاب مي      

  . ميباشدO(1)لذا اين روش دارای مرتبه . ضلعی محدب را توليد ميکنند

  

  چندضلعي محدبنسبت به نقطه درون بودن يا برون بودن يک  تشخيص الگوريتم

گـرد     نسبت به نقطه جديد چپ     ) در جهت خلاف چرخش عقربه های ساعت      (زوج رئوس اضلاع متوالی     اگر تمام   

  .شدميبا O(n)  و لذا الگوريتم دارای زمان .صورت خارج آن است باشد در غير اين بودند نقطه داخل چندضلعي مي

  

  

 
  نسبت به چندضلعي مقعرنقطه درون بودن يا برون بودن يک  تشخيص الگوريتم

كنيم اگر تعداد برخوردها بـا يالهـاي          كنيم و به نقطه موردنظر وصل مي        يك نقطه خارج چندضلعي مقعر انتخاب مي      

لگـوريتم دارای   و لـذا ا   . باشد و اگر زوج بود خارج آن اسـت          محدب مي غير  چندضلعي فرد بود داخل چند ضلعي       

 چنـد ضـلعی    ميباشد و لذا نقطه مورد نظر در داخل          ۷ در شکل زير تعداد نقاط تقاطع برابر با          .ميباشد O(n) زمان  

  .قرار دارد

  

  

  

  

  

              

Convex hull) :باشد ورودیكوچكترين چند ضلعي محدب كه شامل همه نقاط).  محدبسته يا پوشپو .  

را بـازكرده دور  حلقـوی  يك كش و تعدادي نقطه داريم ميتوان فرض کرد که   برای تصور شکل پوسته محدب      :نکته

  .شکل ساخته شده توسط کش پوسته محدب را نشان ميدهد. قرار ميدهيمنقاط 

  

  

  

  

  

  

  

  

*p 
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Extreme point : نقاطي را كه رويconvexhullگوييم  هستند نقاط مرزي مي.  

  :نکته

  . نقطه ميباشدnام شامل تم convex hull  رئوسدر بدترين وضعيت

  . نقطه ميباشد۳فقط شامل convex hull  رئوسدر بهترين وضعيت

  

تمامی اضلاع داخلـی    جهت رويتنحوه طراحي يك موزه به قسمي كه به كمترين تعداد نگهبان  : مسئله موزه هنري  

  .احتياج باشد

  

  . چند ضلعی محدب باشددر درجه اول بهتر است كه: حل مسئله

   تا يك نگهبان باشدStar shapedحي مقعر باشد بايد به شكل كه طرا درصورتي 

  ..باشد  براي كل موزه كافي مي

Kernel :هر نقطه آن ميتوان کليه رئوس را مشاهده کرداز که ضلعی چندداخل  در ييفضا.  

  .  استkernelكل آن  چند ضلعی محدب در: نکته

  

 Star كافي است و موقعيت لامپ اهميت نـدارد در   يك لامپ براي روشناييconvex hullدر : مسئله روشنايي

shaped يك لامپ براي روشنايي كافي است در صورتي كه در داخل kernelقرار داشته باشد .  

  

  

  

  

  convexhullالگوريتم محاسبه 

  : مورد بحث قرار ميگيرددو روش 

١- (Greedy) Graham  

٢- (D & C) Shamos  

و -۴-۵   پ د ي ل و هت ت بس د ح (Convex Hull)م

توليد پوسته محدب دارای کاربردهای فراوانی در هندسه محاسباتی ميباشد و همچنين دارای الگوريتمهای متعـددی              

م -١-٥-٤  .پردازيماست که در اين بخش به بررسی دو الگوريتم از آن مي ت ي ر و گ ل Grahamا

  .يم مينامp1 و آن را كنيم باشد پيدا مي  ميyدر ابتدا نودي را كه داراي كمترين  -۱

  kernel 

باشد جهت    در شكل مقابل از يك لامپ كه به شكل ميله مي          

  .قعراستفاده شده استروشن كردن كل چند ضلعي م
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و كنيم   ميهای ساعت مرتبدر جهت خلاف عقربه   نودها را نسبت به اين نود براساس زاويه قطبي           مابقی -۲

  . نامگذاری ميکنيمpn تا p2آنها را 

۳- P1   و p2  بررسـي   بقيه نودها را با دو نقطه سر پـشته بودند گر   و سپس چپ    داخل يک پشته قرار داده      را 

 يک نقطـه از     درغيراينصورت رد بررسی را به پشته اضافه ميکنيم       نقطه مو   بود دگر   چپ جهت اگر .كنيم  مي

  .سر پشته حذف شده و دوباره بررسی را انجام ميدهيم

Procedure Graham 
    p1 � find the point whose y coordinate is minimum 
    Sort the other points around p1 (CCW –Polar angle) and call them p2 ,…, pn 
    Push (p1) 
    Push (p2) 
    For i�3  to n  do 
        While Right (stack [top-1] , stack[top], Pi)  do 
            Pop 
        Repeat 
        Push (pi) 
    repeat 
End. 

  

  :الگوريتم در ن شدن هزينهسرشك

 داراي مرتبـه  دهـد  در ظاهر نشان مـي  چيزي كهرخلاف  ب  ميباشد که  popمربوط به    بيشترين تکرار در الگوريتم بالا    

مرتبـه  و چـون   شود  push يا popتواند  يك نقطه بيشتر از يك بار نمي      زيرا  است o(n) بلکه نيست   o(n2)زماني  

  . استO(n logn)مرتبه زماني الگوريتم لذا  . استO(n logn) مرتب سازیزماني 

  :باشد ميمثال زير نشان دهنده مراحل مختلف الگوريتم

  )سازی نقاط و مرتبP1محاسبه : (مرحله اول 

  
  ) و تغيير پشتهبررسی جهت چرخش نقاط نسبت به دو نقطه سر پشته: (مرحله دوم 

p8 

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 p6 

p7 

p9 

p10 
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          p7       
        p6  p6    p9  p10 

      p5  p5  p5  p8  p8  p8 

  p3  p4  p4  p4  p4  p4  p4  p4 

p2  p2  p2  p2  p2  p2  p2  p2  p2 

p1  p1  p1  p1  p1  p1  p1  p1  p1 

 
  :در نهايت نقاط باقيمانده در پشته پوسته محدب را مشخص ميکند

  

  

م -٢-٥-٤   ت ي ر و گ ل Shamosا

  . نقطه است تقسيم ميکنيمn/2ه که هر دسته شامل نقاط را به دو دست -۱

اين دو . هر زير مسئله را بصورت بازگشتی حل ميکنيم ولذا برای هر کدام يک پوسته محدب توليد ميشود -۲

  .ميناميم C2 و C1ته را وسپ

  . ميناميمp در نظر گرفته و آن را C1يک نقطه داخل  -۳

 p حـول  C2 و C1دو مجموعه از نقاط ):  استC2 و هم داخل  C1 هم داخل    pنقطه  ( آنگاه   p∈C2اگر   -۴

که يک نقطه داخلی است مرتب هستند لذا ميتوان آنها را ادغـام کـرده و سـپس قـسمت سـوم الگـوريتم                 

  .گراهام را روی آنها اجرا کرد

p1 

p2 

p3 

p4 

p5 p6 

p7 

p8 

p9 

p10 
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 به دو قسمت پوسته داخلی      C2 را محاسبه کرده لذا      C2 نسبت به    p آنگاه دو نقطه مماسی از       p∉C2اگر   -۵

 را C2نقاط قسمت داخلی زاويـه مماسـی از         . ويه مماسی تقسيم ميشود   ا و پوسته خارجی ز    زاويه مماسی 

 مرتب هستند با ادغام p حول C1 و کل نقاط C2حذف کرده و لذا نقاط قسمت خارجی زاويه مماسی از 

  .آنها و اجرای قسمت سوم الگوريتم گراهام ميتوان پوسته محدب نهايي را تشکيل داد

)log.()()( nncn
n

TnT Ο=+=
2

2  

  

  

  . قابل تصور است را نشان ميدهدpاشکال زير دو حالت مختلف که برای نقطه 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :ه مماسی شکل بصورت زير خواهد بودبعد از حذف نقاط داخلی زاوي

p 

C2 
C1 

p 

C1 

C2 

�	��� � !" 

�	��� � !" 
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  .پوسته محدب نهايي به شکل زير خواهد بود

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

p 

C1 
C2 

�	��� � !" 

�� � !"�	� 



 

 (Dynamic Programming)

كنـيم و     مسائل كوچكتر تقسيم مي   زير   و آن را به      کردهدر روش تقسيم و حل ديديم كه ابتدا از مسئله اصلي شروع             

در واقـع بـراي شكـستن مـسائل         . كنـيم   بريم و سپس از انتها به ابتدا مسائل را حل مي            كار را تا حد ممكن پيش مي      

گـردد كـه منطبـق بـر       در تركيب جوابهـا الگـوي پـايين بـه بـالا رعايـت مـي        و(top down)الگوي بالا به پايين 

اما اگر در روش تقسيم و حل لازم باشد زير مسأله خاصي را چندين مرتبه حل كنـيم              . هاي بازگشتي است    الگوريتم

ا را نگهـداري    اي را يك بار حل كرده و جواب آنه          اگر چنين زيرمسأله  . آورد  اين تكرار كارآيي الگوريتم را پايين مي      

توانيم در مراحل بعدي از آن استفاده كنـيم و ايـن اسـاس كـار روش حـل مـسائلي اسـت كـه بـه روش                               مي ،كنيم

  .شوند سازي پويا حل مي برنامه

سـپس بـه   . كنـيم  كنيم و جواب آنها را نگهداري مي   در اين روش از كوچكترين مسائل شروع و همه آنها را حل مي            

پـردازيم و   كنيم و سپس به حل مسائل سطح بعدي مـي      مسائل اندكي بزرگتر را حل مي     رويم و كليه      سطح بعدي مي  

توانيم از حـل كليـه    براي حل هريك از مسائل هر سطح مي. دهيم كه مسأله اصلي حل شود كار را تا جايي ادامه مي  

اده کـرد کـه اصـل بهينگـی     زمانی ميتوان استف روش برنامه سازی پويا   از. تر كه لازم باشد استفاده كنيم       سطوح پايين 

اين اصل بر اين اساس است که برای حل مسئله بصورت بهينه از حـل بهينـه زيـر مـسائل آن ميتـوان                        . برقرار باشد 

  .كنيم شوند بررسي مي  در ادامه چند مسأله را كه بدين روش حل مي.استفاده کرد

  

 در يك نتايج راو  سازيم  از پايين به بالا مي     درخت حل مسئله را    : روش تقسيم و حل    در مقايسه با  سازي پويا     برنامه

   .يم تا در موقع لزوم بتوان از آنها استفاده کرد و دوباره آنها را حل نکردكن  نگهداري ميجدول

نوعی روش برنامه سازی پويا وجود دارد که در آن فضای حل مسئله از بالا به پايين است ولی زير مسائل حل : نکته

- به نـام روش بـه خـاطر    روشی ميشوند تا از حل زير مسائل تکراری پرهيز شود که اين           شده در جدولی نگهدار   

  . شناخته ميشود(memoized)سپاری 

  .انتخاب بهينه نهايي به انتخابهاي بهينه اوليه بستگي دارد: يگاصل بهين

  : مرحله را بايد طراحی کرد۴برای ارائه الگوريتم به روش برنامه سازی پويا 

  .ی که حل تابع منجر به حل مسئله شودتعريف تابع -۱

  بيان شرايط مرزی -۲

 بيان جواب مسئله بر حسب تابع -۳

  تعريف بازگشتی تابع -۴
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در روش تقسيم و حل از بزرگترين زير مسئله که شامل جواب است به ريزترين زير مسئله که شرايط مـرزی                    : نکته

سـازی  برنامـه  مسئله برسيم در حاليکه در روش   است ميرسيم و جوابها را با هم ترکيب کرده تا به جواب بزرگترين            

اسـت حرکـت    ) کـه شـامل جـواب نهـايي       (به سمت بزرگترين مسئله     ) شرايط مرزی (از کوچکترين زير مسئله   پويا  

 -١-٥  .ميکنيم
ه ل ئ س هم ل و يك ت ش 0/1پ

 و يـا  مسئله کوله پشتی صفر يا يک مدلی از مسئله کوله پشتی است که در آن اشياء يا بطور کامل انتخـاب ميـشوند     

  .انتخاب نميشوند و نميتوان فقط کسری از اشياء را انتخاب کرد

  : ورودي

n : اجسامتعداد  

Pi : جسم كل انتخابسود حاصل از iاُم   

Wi : جسموزن كل iاُم   

M :پشتیگنجايش كوله   

∑ حاصل از انتخاب اجناس يعنی  سودينه کردنبيش: هدف
=

n

i
ii pxMax

1

.  

  

  : شرايط مسئله

تـوانيم همـه را بـرداريم و          پشتي بيشتر است زيرا اگر كمتر باشـد يعنـي مـي              روي هم از وزن كوله     اجسامه  وزن هم 

  .پشتي نبايد بيشتر شود مجموع وزن اجسامي كه انتخاب كرديم از وزن كل كوله همچنين وجود نداردانتخابي 

١-     1

n

i

i

w M

=

>∑
  

٢-    1

n

i i

i

x w M

=

≤∑
  

  

 
  . را نشان ميدهد ها که انتخاب يا عدم انتخاب اجسامxiبرداری از : خروجي

( Xi =0 or  1) (i=1,…,n) 
بر اساس معيار مطرح شده در مسئله کولـه پـشتی    اجسامتوسط مثالهای نقضی ميتوان نشان داد که انتخاب       : راه حل 

  .توسط مثال نقضی ميتوان اين موضوع را نشان داد. کسری ممکن است به جواب بهينه منجر نشود

  

  

  

  

  

  

............ 
 

....... 

i+1 n 1       2      3 
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  :الگوريتم

gi(y) :رين سود حاصل از حل مسأله براي جسم بيشتi+1 اُم تا n اُم  به شرطي كه گنجايش كوله yباشد .  

g0(M) بيشترين سود حاصل از حل مسئله براي كل اجسام به شرطي كه گنجايش  كوله Mباشد .  

  :شرايط مرزي

( ) 0=ygn  ،)از جسمn+1به بعد جسمي وجود ندارد كه سودي داشته باشد  (  

y<0  ،  حالت اين درباشد يعني بيشتر از حد كوله جسم داريم      مي گنجايش كوله منفي  ( )ig y   حالـت ضـرر اسـت  .

( )( )ig y = −∞  
( ) ( ) ( ){ }1111 , ++++ −+= iiiii wygpygMaxyg  

  

  

  

  حل كنيد؟مسئله زير را به به کمک الگوريتم بالا : مثال

٢٠  ١٠  ٣٠  P 

١٢  ١٠  ١٣  w 

  

  

  

M=30  
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

0 1 1

1 2 2

1 2 2

2 3 3

2 3 3

2 3 3

2 3 3

30 30 ,20 18 50

30 30 ,10 20 40

18 18 ,10 8 30

30 30 ,30 17 30

20 20 ,30 7 30

18 18 ,30 5 30

8 8 ,30 5 0

g Max g g

g Max g g

g Max g g

g Max g g

g Max g g

g Max g g

g Max g g

= + =

= + =

= + =

= + =

= + =

= + =

= + − =
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

g0(30)  

g2(8) g2(18) g2(20) g2(30) 

g1(30) g1(18) 

g3(7) g3(20) g3(17) g3(30) 

 تقسيم و حل
 برنامه سازی پويا

g3(5) g3(18) g3(8) g3(-5) 
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M …  y …  y-wi+1 … 1 0 - g 
 0 ∞-        جواب

        -∞ 1 

        …  … 

  gi(y)      -∞ i 

  gi+1(y) … gi+1(y-wi+1)    -∞ i+1 

        …  … 

        -∞ n-1 

0 …  0 …  0 … 0 0 -∞ n 
  

  
نکته اساسی در روش محاسبه ماتريس جواب در اين است که به کدام يک از روشهای زير ميتـوان مـاتريس را پـر                       

  .با کمی دقت در رابطه بازگشتی ميتوان به جواب رسيد. کرد

  

  

  

  

  

  

function DP_knapsack(W,P,n,M) 
    for i←0 to M do g[n,i] ←0 repeat 
    for i←0 to n do g[-,i] ←-∞ repeat 
    for   i=n-1    to   0 
        for   j=0     to    m 
            g[i,j] =max{g[i+1,y],pi+1+g[i+1,y-Wi+1] } 
        repeat 
    repeat 
    return g[0,M] 
end. 

  . باشد  ميO(M.n)مرتبه زماني اين الگوريتم 

ای است ولی چون فقط به تعـداد اقـلام ورودی وابـسته             با اينکه مرتبه زمانی الگوريتم بالا در ظاهر چندجمله        : نکته

س -٢-٥  . گويند(pseudo polynomial)ای نيست بلکه به حجم کوله پشتی هم وابسته است لذا به آن شبه چند جمله هم ل هئ م اه ه ر ي س م ن ي ر ت ه ا ت و (ك
APSP

(
 All)مسئله ديگری که از دسته مسائل کوتاهترين مسيرها بر روی گراف است، مـسئله همـه کوتـاهترين مـسيرها     

Pairs Shortest Paths)      ميباشد که هدف آن پيدا کردن طول کوتاهترين مـسير بـين همـه زوج رئـوس گـراف 

  .ميباشد

� � � � � 
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 بگذرد يـا نگـذرد را محاسـبه    k رأس ديگر كه از رأس  هر سي را بهدراين روش ما تمام مسيرهاي ممكن از هر رأ 

شد ما تمام حالات ممكـن   k=n  و وقتي. كند  تغيير ميn از يك تاkكنيم تا كوتاهترين مسير بدست آيد و خود مي

 كنـيم   است يعني از هيچ رأس عبور نمـي k=0و وقتي )  A(i,j)= جواب. (كرديمرا محاسبه   براي كوتاهترين مسير    

  .باشد  ميcost(i,j)رويم كه همان   ميj به iمستقيماً از رأس 

 .شود  مي∞هاي آن براي لارزش يا.  وجود نداشته باشدj به iكه مسير از   در صورتي:نکته

  

  :الگوريتم 

Ak(i,j)= 
  م حق گذر نداشته باشيk به قسمی که از رئوس با شماره بزرگتر از j به راس iطول کوتاهترين مسير از راس 

An(i,j)= 
  جواب

A0(i,j)=cost(i,j) 
  . باشد  توضيحات بالا ميبازگشتی بيان زيرعبارت 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }jkAkiAjiAjiA kkkk ,,,,min, 111 −−− +=  
  

)براي محاسبه   : نکته )jiAk  ميگذرد کـه در نتيجـه مـسير بـه دو            kيا مسير بهينه از راس      . آيد   دو حالت پيش مي    ,

ويا از  )  ندارند k-1 که هيچ کدام از اين دو مسير راس با شماره بزرگتر از           ( قابل تقسيم است   k→j و   i→kقسمت  

  .  بزرگتر باشندk-1 نميگذريم که در نتيجه کليه رئوس نميتوانند از kراس 

  

)حال اگر ما بتوانيم  )jiAn    را محاسبه كنيم كوتاهترين،,

ji مسير از    .ايم  را محاسبه نموده→

  : معروف است که شبه کد آن را در زير ميبينيمfloydالگوريتم مورد بحث به نام الگوريتم 

  

procedure APSP_Floyd(cost,n,A) 
    for i←1 to n do 
        for j←1 to n do 
            A[i,j] ←cost[i,j] 
            p[i,j] ←0 
        repeat 
    repeat 
    for k←1 to n do    
        for i←1 to n do 
            for j←1 to n do 
                A[i,j] ←min{A[i,j],A[i,k]+A[k,j]}        (*) 
            repeat 
        repeat 
    repeat 
end. 
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 هميشه راس ميانی بين P[i,j]را با جمله زير جايگزين کنيم آنگاه عنصر (*) اگر در الگوريتم بالا جمله : توليد مسير

  :ا را توليد کرد کوتاهترين مسيرهp را دربردارد و لذا ميتوان به کمک ماتريس j و iدو راس 

if A[i,k]+A[k,j]<A[i,j] then 
    A[i,j] ←A[i,k]+A[k,j] 
    p[i,j] ←k 
endif 

  

  . ميباشدO(n3)واضح است که مرتبه زمانی الگوريتم بالا 

 ولی ميتواند يال با هزينه منفی دارای دور منفی نميباشدفقط  فرض بر اين است که گراف        floydدر الگوريتم   : نکته

 و لـذا دارای   فرض بر اين بود که گراف دارای يال با هزينه منفی نميباشـد            Dijkstra ولی در الگوريتم     شدداشته با 

 -٣-٥  .دور منفی هم نخواهد بود
ن لا ت ا ک د د (Catalan Number)ع

ه ت س ب ا و ل ئ ا س م و
  .، ميپردازيمباشند هاي يكسان مي  آنها داراي پاسخگیحال به بررسي چند مسئله كه هم

  ؟توان ساخت درخت دودويي ميره چند  گn با -١

  توان ساخت؟ گره چند درخت دودوئي ميسه با : مثال

  

  

  

  

  

)١(    )٢(    )٣(      )٤(    )٥(  

  

  

   يك ماتريس را در هم ضرب كرد؟n+1توان   به چند طريق مي-٢

   ماتريس را درهم ضرب كرد؟٤توان  به چندطريق مي: مثال

                      

( )( )( )
( )( )( )

( ) ( )( )
( )( )( )

( )( )( )

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

2

3

4

5

m m m m

m m m m

m m m m

m m m m

m m m m

− × ×

− × × ×

− × × ×

− × × ×

− × × ×
  

 ،readبه کمک يک پشته در خروجی چاپ کرد به قسمی که فقط عمليات  ورودي را nن توا  به چند طريق مي-٣

write، push وpopقابل انجام است؟   

  

  ؟در خروجی چاپ کردتوان  به چند طريق ميرا  a,b,c ورودي ٣: مثال
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  . طريق ميتوان در خروجی قرار داد۵ ورودی را به ۳ملاحظه ميشود که 

  ؟بندي كرد  ضلعي محدب را مثلثn+2  يكتوان  به چند طريق مي-٤

 ، اضافه کردن قطرهايي P يک چندضلعی محدب باشد، مثلث بندی Pاگر . ابتدا تعريفی از مثلث بندی ارائه ميدهيم   

  . به تعدادی مثلث افراز گرددPای که  است به گونهPغير متقاطع در داخل 

  . ميشود به قسمی که اقطار يکديگر را قطع نکنندPطار داخل  منجر به رسم بيشترين تعداد اقPمثلث بندی : نکته

  

  

  

  ؟بندي كرد توان مثلث  چند طريق مي به را محدب ضلعي٥ يك: مثال

  

  

  

  

  

  

  . طريق ميتوان مثلث بندی کرد۵ ضلعی محدب را به ۵ملاحظه ميشود که يک 

  

ز پوشه پايين سمت چپ به گوشه بالا       ستون است، ا   n سطر و    nيک گريد که دارای       توان در      به چند طريق مي    -٥

شـکل  ( درجه حرکت کنـيم    0 درجه يا    90+ و فقط    هيچگاه زير قطر قرار نگيريم     به قسمتي كه  . سمت راست رسيد  

شکل  ( درجه حرکت کنيم45- يا 45+ و فقط  قرار نگيريمB و Aيا هيچگاه زير پاره خط واصل بين ) سمت چپ

  ؟)سمت راست

  

 ورود&

abc 

� )�و'

��)* 

abc 
acb 
bac 
bca 
cba 
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  رسيد؟ B به A ستوان از رأ  به چند طريق ميزيردر شكل : مثال

  .) درجه باشد45- و يا 45+به قسمتي كه حركت فقط (

  

  

B A 

١( 

٢( 

٣( 

,( 

�( 

B A 
≡ 

A 

B 

B 
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  . طريق امکان پذير است۵ به n=3ملاحظه ميشود که باز برای 

  

  را در قاعده قرار داد و روي آن تعداد دلخواه سكه چيد؟ سكه nتوان  به چند طريق مي-٦

   سكه را در قاعده قرار داد و روي آن سكه چيد؟٣توان  به چند طريق مي: مثال

  

  

  

  

  

  . طريق امکان پذير است۵ به n=3ملاحظه ميشود که باز برای 

    برای آن متصور است؟inorder باشد چند n,...,1,2,3 درخت دودويي برابر با preorderاگر پيمايش  -٧

  

  

  

  

  

  

  

  : زير امکان پذير استinorder طريق ۵ است و لذا 1,2,3 آنها preorderفقط درختهای بالا است که پيمايش 

1,2,3 
1,3,2 
2,1,3 
2,3,1 
3,2,1 

  

   ميتوان توليد کرد؟(Well Form) پرانتز بسته چند عبارت پرانتزی خوش ساخت nپرانتز باز و  n با -٨

   پرانتز بسته چند عبارت پرانتزی خوش ساخت ميتوان توليد کرد؟۳ پرانتز باز و ۳ با: مثال

۱( ( ) ( ) ( )  

۲( ( ( ) ( ) ) 

۳( ( ( ( ) ) ) 

۴( ( ) ( ( ) ) 

۵( ( ( ) ) ( ) 

  

  ؟توان ساخت  ميجنگلره چند  گn با -٩

١ 

٢ 

٣ 

١ 

٢ 

٣ 

١ 

٢ 
٣ 

١ 

٢ 

٣ 

١ 

٢ 

٣ 
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   گره چند جنگل متفاوت ميتوان ساخت؟۳با : مثال

  
 پرانتزی خوش ساخت ناميده ميشود که فقط از پرانتز باز و بسته ساخته شده باشد و همچنـين در هـر         عبارتی: نکته

روی همه پرانتز های آن، تعداد پرانتز بازهای قبل از آن نقطه بزرگتر يا مساوی تعداد پرانتزهای بسته قبل از آن نقطه 

  .باشد

  :وانين زير ساخته شده باشدعبارتی پرانتزی خوش ساخت ناميده ميشود که با ق: نکته

  .يک عبارت پرانتزی خوش ساخت است( )  )۱

 . نيز يک عبارت پرانتزی خوش ساخت است( e ) يک عبارت پرانتزی خوش ساخت باشد eاگر  )۲

 . نيز يک عبارت پرانتزی خوش ساخت ميباشد e1 e2 عبارت پرانتزی خوش ساخت باشند e2 و e1اگر  )۳

  

 امـين  nاگـر  . ن مسائل همگی برابر با عدد معروفی به نام عدد کاتالان ميباشـد        قابل اثبات است که جواب همگی اي      

  : نشان دهيم آنگاهCnعدد دنباله کاتالان را با 

1

2

+










=
n

n

n

Cn  

 يک مسئله هستند و در نتيجه بايـد         حال نکته جالب در اين است که بايد بتوان ثابت کرد که اين مسائل همگی ذاتاً               

  .ت يک به يک بين جوابهای آنها ايجاد کردبتوان يک نگاش

  

  

  

  

  

  

  

  

  

١( 

٢( 

٣( 

�( 

,( 
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  ).سعی کنيد اين روابط را از روی شکل بيابيد(پردازيم ها مي هاي بين اين مسئله به بررسي رابطه: مثال

  :٢ و ١اي بين مسئله  رابطه

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :٤ و ٢رابطه بين مسئله 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

* 

M1 * 

* M2 

M4 M3 

* 

M1 

* 

* 

M2 

M4 

M3 

* 

* 

M4 

M3 
M2 

M1 

* 

M1 M2 

M4 

* 

* 

* M3 

* 

* * 

M3 M1 M2 M4 
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  : ٦ و ٥رابطه بين مسئله 

  
  : ٨ و ٦رابطه بين مسئله 

  

  

  

  

  

 
  : ٩ و ٨رابطه بين مسئله 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) 

  ) ( ) (    ) 

( ) 

( ) 

( ) 

( ) 

( ) 

(    ) 

  ) (  

( ) 

( ) ( ) ( ) 
( ( ) ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ( ) ) ( ( ( ) ) ) 
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ه -۴-۵  .سعی کنيد رابطه بين بقيه مسائل را خودتان بدست آوريد ر ي ج ن ز ب ر يض ها ن ي ه ب سو ي ر ت ا ام ه

 ستون است بايد به     p سطر و    nومی دارای    ستون و د   n سطر و    mميدانيم که در ضرب دو ماتريس که اولی دارای          

 در نظـر    m*n*p ضرب انجام داد ولذا در اين قسمت هزينه ضرب ايـن دو مـاتريس را برابـر بـا                     m*n*pتعداد  

 ماتريس بايد در هم     nدر اين مسئله فرض بر اين است که         .  با اين فرض به شرح صورت مسئله ميپردازيم        .ميگيريم

 nميدانيم کـه تعـداد طـرق ضـرب          (از ضرب است که در آن هزينه کمينه گردد        ضرب شوند و هدف تعيين طريقی       

  ). استCn-1برابر با ماتريس 

  p0,p1, …,pn     اعداد صحيح:    ورودي

M)  امiها ماتريس ستونتعداد  pi و تعداد سطرها  pi-1كه در آن ماتريس  i) است .  

  Mn تا M1 یها كمترين هزينه ضرب ماتريس: خروجي

 

nMMM *** 21 L 

  :هزينه ضرب دو ماتريس را بصورت زير تعريف ميکنيم

kjipppp pppMMt
kjji

**)*(cos =××  

  :روش حل

  

  :سازي پويا  برنامهمراحل

Mهای  كمترين هزينه ضرب ماتريس i*...*M j=   [ ]jim , 

m[i,i]=0 
 =m[1,n]جواب 

}],1[],[{min],[ 1 jkijki pppjkmkimjim −<≤ +++= 

 
  :توضيح

همچنين چـون هميـشه در      .  دست يافت  mحوه محاسبه عناصر ماتريس     با کمی دقت در رابطه بازگشتی ميتوان به ن        

m[i,j] فرض بر اين است که i≤j لذا فقط عناصر بالای قطر اصلی در ماتريس mبايد محاسبه شوند .  

( ) 

( ) ( ) 

( ) 

( ) 

( ) 

( ) 

( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) 

( ) 

( ) ( ) ( ) 

( ( ) ) ( ) 

( ) ( ( ) ) 

( ( ) ( ) ) 

( ( ( ) ) ) 
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n … j j-1 … i … 2 1 m 
 1 0        جواب

       0 × 2 

      0 × × … 

  mi,j  … 0 × × × i 

    0 × × × × i+1 

  … 0 × × × × × … 

  0 × × × × × × j 

 0 × × × × × × × … 

0 × × × × × × × × n 
  

  

  

  

  

  

  

  

 بايد عناصر بالای قطر اصلی محاسبه شوند و برای هر درايه نيز در بدترين mواضح است که برای محاسبه ماتريس 

و از ايـن رو ايـن       )  در الگوريتم  بر اساس رابطه بازگشتی   ( عضو وجود دارد   n-1وضعيت نياز به مينيمم گيری روی       

  . ميباشدO(n3)الگوريتم دارای مرتبه زمانی 

  :مثال

  .) ماتريس را ضرب كرد٤توان   طريق مي٥به  (: ماتريس ٤كمترين هزينه ضربمحاسبه 

  :ورودی

M1(2*3)*M2(3*5)*M3(5*4)*M4(4*1) 
 

p0=2 , p1=3,  p2=5, p3=4, p4=1 
 

m[1,2]=min{m[1,1]+m[2,2]+p0p1p2}=2*3*5=30 
m[2,3]=min{m[2,2]+m[3,3]+p1p2p3}=3*5*4=60 
m[1,3]=min{m[1,1]+m[2,3]+p0p1p3 , m[1,2]+m[3,3]+p0p2p3} 
          =min{60+2*3*4,30+2*5*4}=70  
m[3,4]=min{m[3,3]+m[4,4]+p2p3p4 }=20 
m[2,4]=min{m[2,2]+m[3,4]+p1p2p4 , m[2,3]+m[4,4]+p1p3p4} 
          =min{20+3*5*1,60+3*4*1}=35 
m[1,4]=min{m[1,1]+m[2,4]+p0p1p4 , m[1,2]+m[3,4]+p0p2p4, m[1,3]+ m[4,4] + 
p0p3p4 } 
          =min{35+2*3*1, 30+20+2*5*1,70+2*4*1}=41 

� � � � � 
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برای بدست آوردن طريق بهينه ضرب بايد دقت کرد که جواب بهينه بر اسـاس کـدام انتخـاب بدسـت آمـده                   : نکته

 بدست آمده است کـه ايـن مقـدار نيـز            1*3*2+35 در مثال بالا به خاطر کمينه بودن         ۴۱مثال جواب   برای  . است

M2*...*M را جدا کرد و جواب بهينه  M1 است و لذا بايد ابتدا       m[1,1]+m[2,4]+p0p1p4همان    را بدسـت  4

 محاسبه شده m[2,2]+m[3,4]+p1p2p4 نيز خود از روی m[2,4]. آورد و اين دو ماتريس را در هم ضرب کرد

M3*Mاست و لذا بايد ابتدا جواب بهينه         پس طريقه ضرب بهينه بصورت .  ضرب کردM2 را بدست آورده و در 4

  :زير است

(M1) * ( (M2) * ( (M3) * (M 4) ) ) 
  

  

ل -٥-٥   ض د ن چ ه ن ي ه ب ی د ن ب ث ل ث بعم د ح م ی
ی پويا ميتوان برای آن الگوريتم کارايي توليد کرد مسئله        يکی ديگر از مسئله هاي جالبی که توسط روش برنامه ساز          

ن ايـن مـسئله و روش حـل آن     بيـا اکنون به. هينه يک چند ضلعی محدب نام دارد ب(triangulation)مثلث بندی  

  .ميپردازيم

  . ميباشدV0, V1, ..., Vn ضلعی محدب که رئوس آن بصورت n+1 راس از يک n+1مختصات : ورودی

  .دی چند ضلعی به گونه ای که مجموع محيط مثلثها کمينه گرددمثلث بن: هدف 

  

  
V را بصورت هزينه مثلث   W(i,j,k)قبل از ارائه الگوريتم ابتدا       i,Vj,Vk يا همان محيط مثلث V i,Vj,Vk   تعريـف

  .ميکنيم

  :الگوريتم

  : مرحله برنامه سازی پويا بپردازيم۴شبيه ديگر مسائل بايد به ارائه 

Vث بندی روی رئوس کمترين هزينه مثل -۱ i-1, Vi, ..., Vj =t[i,j]  

۲- t[i,i]=0) بديهی(  

  t[1,n]= جواب  -۳

  :رابطه بازگشتی -۴

[ ] [ ] [ ] ( ){ }1, min , 1, , ,i k jt i j t i k t k j w v v v

i k j

−= + + +

≤ <  
  

  

  

  

  

V i-1 

V i 

V j 

Vk 

�/012 34�5 �2 678 &7/2 9:;� 

�/012 34�5 �2 678 &7/2 9:;� 
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Vرابطه بازگشتی بدين صورت نوشته شده است که در طريقه مثلث بندی بهينه رئوس                i-1    تـا V j      راسـی مثـل Vk 

Vوجود دارد که هم از       i-1     و هم از V j      همچنـين   به آن قطری متـصل گرديـده اسـت وV i-1  تـا Vk و Vk  تـا V j 

V ای بايد تمام رئوس بين       kبنابراين برای پيدا کردن چنين      . بصورت بهينه مثلث بندی شده اند      i-1   تا V j   را بررسی 

  .کرد

 
 
 
  

ن -٦-٥   لا و کيط ر ت ش م ه ل ا ب ن د ر ي ز ن ي ر (LCS)ت

 . ميپـردازيم )Longest Common Subsequence (در اين قسمت به مسئله طولانی ترين زير دنبالـه مـشترک  

  .ابتدا تعريفهای لازم را ارائه ميدهيم

 حـرف   m کـه دنبالـه ای از        Xبرای مثال در زير رشته      .  با ترتيبی خاص   سرهم   از كاراكترهاي پشت   دنباله ای : رشته

  .است ديده ميشود

X گويند و با X ام i را پيشوند X حرف پشت سر هم از ابتدای رشته X :i ام iپيشوند  iنشان ميدهند .  

  . نشان ميدهندxi را با X امين حرف رشته h:  امiحرف 

>=<
>=<
>=<

k

ii

m

zzZ

xxX

xxX

,,

,,

,,

1

1

1

L

L

L

  

  

  : است اگرXاي از   زيردنبالهzگوييم : زير دنباله

jijkk xzkjjiiiiii =≤≤∀<<<∃ 1
2121

::|,,, LL  

  
  

  : مثال
X=<A,B,B,A,D,A,B,F>  
  
Z= <B,A,A,F> 













=⇒=
=⇒=
=⇒=
=⇒=

844

633

422

211

8

6

4

2

xzi

xzi

xzi

xzi

  

  

  

  .استاله زيردنب 2m حرفی دارای mهر رشته : نکته
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تـرين    كـه هـدف مـسئله بدسـت آوردن طـولاني          .  وجـود دارد   n,mهاي    دراين مسئله در ورودي دو رشته به طول       

  .باشد زيردنباله مشترك مي

  :ورودی

  . ميباشدn و دومی به طول m که اولی به طول Y و Xدو دنباله 

  Y و Xطول طولانی ترين زير دنباله مشترک : خروجی

  

nm آرايه دوبعدي  يك و حل اين مسئله استفاده از تابع زيرحل ساده جهت  يك راه   . باشد  مي×

  : مرحله برنامه سازی پويا بپردازيم۴شبيه ديگر مسائل بايد به ارائه 

Xطول طولانی ترين زير دنباله مشترک  -۱ i و Y j = c[i,j]  

۲- c[i,0]=c[0,j]=0 ; ∀i,j ) د نخواهـد  ها تهي باشـد هـيچ اشـتراكي وجـو     وقتي يكي از رشته ()بديهی

  )داشت

  c[m,n]= جواب  -۳

  :رابطه بازگشتی -۴





−−
=+−−

=
elsejicjic

yxjic
jic ji

;]},[],,[max{

;],[
],[

11

111
  

  . الگوريتم بالا را پياده سازی نمودc به جای (n+1)*(m+1) به راحتی ميتوان با در نظر گرفتن يک ماتريس

  

n … j j-1 … 1 0 c 
0 … 0 0 … 0 0 0 
      0 1 

      … … 

  ci-1,j ci-1,j-1   0 i-1 

  ci,j  ci,j-1   0 i 

      … … 
 m 0      جواب

  

 دارد لذا روش محاسبه بـصورت زيـر قابـل    ci-1,j و ci,j-1 و ci-1,j-1 برای محاسبه نياز به  ci,jچون : روش محاسبه

  :اجرا ميباشد

  

  

  

  

  

  
� � � � � 
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  :در زير شبه کد الگوريتم ديده ميشود

Procedure LCS (X,Y,m,n) 
    For  i�0   to   m    do      c[i,0] �0   repeat 
    For  j�0   to   n     do   c[0,j]  �0  repeat 
    For  i�1    to    m    do 
        For  j�1    to      n     do 
            If   xi=yj     then     c[i,j]  � 1+c[i-1,j-1] , b[i,j]  � '�' 
            elsif   c[i-1,j] > c[i,j-1]   then  c[i,j] � c[i-1,j] , b[i,j]  �  '�'       
            else    c[i,j]  � c[i,j-1] , b[i,j]   � '�'   
            endif 
         repeat  
     repeat 
end. 

  . ميباشدO(m.n)واضح است که مرتبه زمانی الگوريتم 

  :ولانی ترين زير رشته مشترک را چاپ کرد را ميبينيم که توسط آن ميتوان ط بازگشتیحال رويه ای

procedure print_LCS(X,b,i,j) 
    if (i=0)  or  (j=0)   then  return endif 
    if  b[i,j] = '�'  then 
        print_LCS(X,b, i-1, j-1) 
        write (xi) 
    elsif  b[i,j] = '�'   then 
        print_LCS(X,b,i,j-1) 
    else 
        print_LCS(X,b, i-1,j) 
    endif 
end. 

  

  . باشدprint_LCS(X,b,m,n) بايد بصورت print_LCSفراخوانی اوليه رويه : نکته

  . ميباشدm+n  آنها برابر با بيشترين و  min (m,n)  برابر با print_LCS رويه كمترين تعداد فراخواني: نکته

  . ميباشدmin(m,n) آن برابر با بيشترين تعدادو صفر  برابر با print_LCSدر رويه  writeكمترين تعداد : نکته

  :مثال

  nبه طول Y و m به طول Xدو دنباله : ورودي

  Y و Xدنباله مشترك زير ترين  طول طولاني: خروجي

 
X= <A,B,B,A,D,A,B,F> 

 
Y= <B,F,A,F,D,H,B> 

  :با اجرای الگوريتم به ماتريس زير خواهيم رسيد

  

  . در يک ماتريس نشان داده شده استb و c بيشتر هر دو ماتريس جهت وضوح
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 با هم برابر باشند هـر کـدام از آنهـا بـه دلخـواه ميتواننـد بـه عنـوان         c[i,j-1] و c[i-1,j]وقتی هر دو درايه     : نکته

max{c[i-1,j],c[i,j-1]}    انتخاب شوند الگوريتم نوشته شده در بالا بصورتی اسـت کـه c[i,j-1] ـ  وان  را بـه عن

  .بيشينه انتخاب ميکند

  

B H D F A F B - c,b 
0 0 0 0 0 0 0 0 - 
1→ 1→ 1→ 1→ 1� 0→ 0→ 0 A 
2� 1→ 1→ 1→ 1→ 1→ 1� 0 B 
2� 1→ 1→ 1→ 1→ 1→ 1� 0 B 
2→ 2→ 2→ 2→ 2� 1→ 1↓ 0 A 
3→ 3→ 3� 2→ 2↓ 1→ 1↓ 0 D 
3→ 3→ 3↓ 2→ 2� 1→ 1↓ 0 A 
4� 3→ 3↓ 2→ 2↓ 1→ 1� 0 B 
4↓ 3→ 3→ 3� 2→ 2� 1↓ 0 F 

  

بـه  (بـازميگردد از آخر به اول طي کرده و دوبـاره   مسير مشخص شده به رنگ خاکستری را        print_LCSالگوريتم  

از ايـن رو  .  و در حين بازگشت خانه هايي که در آن فلش مورب ميبيند را چاپ ميکنـد          )علت بازگشتی بودن رويه   

  : چاپ خواهد شد بصورت زيرY و Xطولانی ترين زير دنباله مشترک 
Z= <B,A,D,B> 

  

 ميتواند طولانی ترين زير دنباله مـشترک را چـاپ   print_LCS هم الگوريتم   bبدون در نظر گرفتن ماتريس      : نکته

د -٧-٥  !.کند ر گ ه ر و د ه د ن ش و ر (TSP)ف

  . يکبار بگذرددور هاميلتونی در يک گراف دوری است که از همه رئوس دقيقاً: تعريف

 ، هدف پيدا کردن دور هميلتـونی بـا هزينـه    (Traveling Salesman Problem)د در مسئله فروشنده دوره گر

 واضح است که در يک گراف کامل جهتدار تعداد دورهای هاميلتونی      .مينيمم در يک گراف وزن دار ورودی ميباشد       

)!(برابر با  1−nر با  و در يک گراف کامل غير جهتدار تعداد دورهای هاميلتونی براب
2

1)!( −nباشد مي.  

دهنده هزينه يال  نشانci,j و  استV={1,2,...,n} ميباشد که در آن      G(V,E)فرض کنيد گراف ورودی بصورت      

(i,j)باشد۱ همچنين بدون کم شدن از کليت مسئله فرض کنيد راس آغازين راس شماره . باشد .  

  

  

  

  : مرحله را طراحی کرد۴مه سازی پويا ارائه شد بايد شبيه بقيه الگوريتمهايي که به روش برنا

 يکبـار بگـذرد و بـه     دقيقـاً S شروع شده و از کليه رئوس مجموعه iطول کوتاهترين مسيری که از راس    -۱

 g(i,S)  (i∉S , 1∉S)=  ختم شود ۱راس 
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۲- ( )
1,, icig   )بديهی(∅=

){}=جواب  -۳ )11 −Vg , 

۴- }( ) { }( ){ } ( )SiSjSjgcSig jiSj ∉∉−+= ∈ ,,min, , 1 

  
  

  :در گراف زير دور هاميلتونی با هزينه کمينه را پيدا کنيد: مثال

  
  : به صورت زير ميباشدهزينه هادر اين گراف ماتريس 

4 3 2 1 c 
20 15 10 0 1 
10 9 0 5 2 
12 0 13 6 3 
0 9 8 8 4 
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 بر اساس کمينه بودن کدام مقدار توليد شده است به سمت عقـب             ۳۵حال با توجه به اينکه مقدار       : توليد دور کمينه  

  .بازميگرديم
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  :بنابراين دور کمينه بصورت زير است

  
 باشد تعداد مقاديری که بايد روی آنها مينيمم محاسبه         S|=n-1|با کمی دقت ميتوان دريافت که وقتی        : تحليل زمانی 

 ميتواند داشته باشد i ، تعداد حالاتی که متغير g(i,S) است در رابطه S|=k| است و در بقيه حالات وقتی n-1کنيم 

n-1    حالت و تعداد حالاتی که ميتوان يک مجموعه k عضوی از n-1  عضو انتخاب کنيم برابر با ترکيـب k از n-1 

از .  عنـصر اسـت  k و همچنين تعداد مقاديری که بايد روی آنها مينيمم گيری انجام داد در هر مرحله برابر با  باشدمي

  :اين رو مرتبه زمانی الگوريتم برابر با مقدار زير خواهد بود

١ 

, 

٢ ٣ 

� 
١٠ 
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١٠ 
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 (Backtracking)

روش خاصی استفاده کـرد و از ايـن رو لازم ميـشود کـه فـضای                 در بعضی شرايط در هنگام حل مسئله نميتوان از          

- در اين شرايط از روش خاصی بـه نـام روش پـي   .حالات بطور کامل جستجو شده تا جواب مسئله مشخص شود       

جـستجو  " عمـق اول "درخت فضای حالت بـه روش    در اين روش    . جويي به غقب يا روش عقبگرد استفاده ميشود       

ايـم آن مـسير را ادامـه داده و در صـورت     مانی که از اشتباه بودن يک مسير مطمئن نشدهميشود به اين معنی که تا ز    

 ـ ادامـه مي   ند اين رو  .اطمينان از اشتباه بودن آن يک مرحله به عقب بازگشته و دوباره کار را ادامه ميدهيم                د تـا بـه     ياب

  .يمجواب نهايي برس

كه بتـوانيم    تمام حالات را درنظر بگيريم در صورتيباشد كه در حل مسئله بايد    يك روش غيرهدفمند مي   اين روش   

 تا کل فضای حالت پيمايش نـشود ميتـوان الگـوريتم بـا زمـان      يك سري شروط بنا به مقتضيات مسئله، اضافه كنيم 

  .مرتبه زمانی الگوريتم کاهش نميابد ولي واقعی کمتری بدست آورد

  . تا باشد۲  دقيقاًاه پيدا کنيد که تعداد يکهای آن را بيتی۴اعداد  : مثال

شماره مراحل در ميـان     (برای اين مسئله فضای حالت را رسم ميکنيم       .  ام باشد  iدهنده بيت    نشان iAکنيم  فرض مي 

  :)ها نوشته شده استگره
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ر نخواهد شد عمل عقبگرد صـورت       در فضای حالت هنگامی که مطمئن هستيم که اين مسير به جواب درست منج             

توسط کد زير ميتـوان فـضای حالـت رسـم شـده در بـالا را       .  مشخص شده است   �ميگيرد که در شکل با علامت       

  :تشکيل داد و به جواب رسيد

procedure BT(A, i, n) 
    f1←sum(A, i) 
    if i>n then  
        if f1= 2 then write(A) endif 
    else 
        if f1>2 or 2-f1>n-i+1 then return endif        (*) 
        A[i] ←1 
        BT(A,i+1,n) 
        A[i] ←0 
        BT(A,i+1,n) 
    endif 
end. 

  .محاسبه ميکند)  امi-1( را تا مرحله فعلی A در کد بالا تعداد يکهای رشته sumتابع : نکته

  . صورت گيردBT(A,1,4) بصورت فراخوانی اوليه رويه بالا بايد: نکته

 بررسی ميکند که در صورتی که مسير فعلی منجر به جواب درست نخواهـد شـد         (*)شرط مشخص شده در     : نکته

دهنده بيشتر از حد بـودن تعـداد يکهـای       نشان fl>2شرط   . را انجام ميدهد   (Backtrack)عمل بازگشت به عقب     

کـه هـر دو   باشـد   از حد مجاز بودن تعداد يکهای توليد شده مي        دهنده کمتر  نشان fl>n-i+1-2توليد شده و شرط     

  . بودن مسير فعلی ميباشداشتباهشرط دليل 

  . ميباشدO(2n)مرتبه زمانی کد بالا : نکته

بيشتر باشد يعنی در درخـت فـضای حالـت زودتـر            اند   شده ORکه با هم     (*)هرچه تعداد شرطهای دستور     : نکته

  . کم شدن زمان واقعی الگوريتم خواهد شدعقبگرد ميکنيم و اين منجر به

A1= 1 

A2= 

A3= 

0 

1 
1 0 

0 

1 1 1 1 0 0 0 0 

�  

�  � 

0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 

�  

�  

�  �  �  �  � � � � 

A4= 

۱  

۲  

۳  

۴  ۵  

۶  ۷  

۸  

۹  

۱۰  ۱۱  

۱۲  

۱۳  ۱۴  

۱۵  

۱۶  

۱۷  

۱۸  ۱۹  

۲۰  

۲۱  ۲۲  

۲۳  

۲۴  

۲۵  ۲۶  

۲۷  

� 
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ت -۱-۶  .حال به ارائه مثالی ديگر در اين رابطه ميپردازيم ا ب ي ك ر ت د ل و م
 ايـن  .داريم تمام تركيبات ممكن آن را داشته باشـيم  تصميم و عضو وجود دارد n≤1در اين الگوريتم مجموعه با      

  .كنيم  استفاده ميBacktrackingبراي حل مسئله ما از روش . باشد مي (!n) روش داراي مرتبه زماني

Procedure perm(A, k, n) 
    if   k=n  then 
         write(A) 
    else 
        for i←k  to   n    do 
            swap(A[k],A[i]) 
            perm(A,k+1,n) 
        repeat 
    endif 
end. 

  

 را  perm(A,1,n) قرار داده و سـپس       A را در آرايه     n تا   1ايد عناصر    ابتدا ب  permدر فراخوانی اوليه رويه     : نکته

  .فراخوانی کنيم

  

   توليد كنيد؟perm را به وسيله پروسيجر a,b,cتمام تركيبات ممكن : مثال

  

  :)شماره مراحل در بالای هر قسمت نوشته شده است(نحوه فراخوانی بازگشتی رويه بصورت شکل زير ميباشد

  
  

  

۳  

Write(bac) 

Write(bca) 

Write(cba) 

perm(A=abc,k=1,n=3) 

perm(A=abc,k=3,n=3) 

perm(A=cba,k=2,n=3) 

perm(A=bac,k=2,n=3) 

perm(A=abc,k=2,n=3) 

perm(A=acb,k=3,n=3) 

perm(A=bac,k=3,n=3) 

perm(A=bca,k=3,n=3) 

perm(A=cba,k=3,n=3) 

perm(A=cab,k=3,n=3) 

Write(abc) 

Write(acb) 

Write(cab) 

۱  

۲  

۴  

۵  

۶  

۷  

۸  

۹  

۱۰  
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  :)شماره مراحل در هر گره نوشته شده است(دهدتر فضای حالت مسئله را نشان ميشكل زير به صورت ساده

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 
  

  

  

  

  

  

  

ه -٢-٦  ل ئ س رnم ي ز و
در اين مسئله هدف    . ای ميپردازيم که در ارائه الگوريتم برای آن از روش عقبگرد استفاده ميکنيم            حال به طرح مسئله   

در . ای است که هيچيک از وزيران ديگری را تهديد نکند          به گونه  (n*n) مهره وزير در صفحه شطرنج       nن  قرار داد 

هـاي   حال با اين فـرض تمـام جايگـشت   .  وزير فرض در هيچ سطر و ستوني بيش از يك وزير قرار نگيردnمسئله  

 بررسیپس در هرمرحله سآوريم   را بوجود ميحل مسئله يا فضای حالتكنيم يعني همان درخت  ممكن را توليد مي

باشـد يعنـي وزيرهـا        ها آيا داراي شرايط مـسئله مـي       راي چيدمان وزي     با اين نحوه   مسير فعلی در درخت   كنيم كه     مي

  . مسئله دارای دو جواب بصورت زير استn=4 برای مثال برای .كنند يا خير يكديگر را تهديد مي

  

  

  

  

  

c 

a  

a c b 

a 

b 

a 

c 
b c 

b 
c 

cba cab 

b a 

abc acb bac bca 

۱  

۲  

۳  

۴  

۵  

۶  

۷  

۸  

۹  

۱۰  

۱۱  

۱۲  

۱۳  

۱۴  

۱۵  

۱۶  
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  :جواب اول

  

    *    

*        

      *  

  *      

  : توسط آرايه زير قابل نمايش استکه

۳  ۱  ۴  ۲  

  

  

  

  :جواب دوم

  *      

      *  

*        

    *    

  

  :که توسط آرايه زير قابل نمايش است

۲  ۴  ۱  ۳  

  

  . جواب وجود دارد۹۲نيز  n=8جواب برای مسئله وجود دارد و برای  ١٠ باشد n=5اگر

  

يک وزير قرار گيرد لذا استفاده از يک مـاتريس          چون در هر لحظه در يک سطر و يک ستون نميتواند بيش از              : نکته

در اين آرايه نيز اگـر فـرض زيـر را انجـام             .  عنصری کفايت ميکند   nمورد لزوم نيست و فقط يک آرايه يک بعدی          

  :دهيم

  

  A[i]=  ام  iستون قرار گرفتن وزير 

  

 بـرای توليـد همـه       permن رويـه    آنگاه عناصر تکراری در آرايه نبايد وجو داشته باشد و از اين رو ميتوان از همـا                

دهـيم كـه      پ در خروجي قـرار مـي      افقط هنگام چاپ خروجي شرطي را براي چ        و   جايگشتها در آرايه استفاده کرد    

 بررسی اينکه آيا وزيرهای قرار گرفته در آرايه همـديگر را    . که کد در زير آورده شده است       باشد   مي testتابع  همان  

به اين معنی که اگر عناصر قـرار گرفتـه در آرايـه           . وسط رابطه زير قابل انجام است     تهديد ميکنند يا خير به راحتی ت      

  :دارای اين خاصيت باشند هيچگاه دو وزير يکديگر را تهديد نميکنند
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|||][][|;,:, jijAiAjiifnjiji −≠−⇒≠≤≤∀ 1 
 
 
 
Procedure Queen(A, k, n) 
    if   k=n  then 
        if test(A,n) then write(A) endif 
    else 
        for i←k  to   n    do 
            swap(A[k],A[i]) 
            Queen(A,k+1,n) 
        repeat 
    endif 
end. 
 
function test(A,n) 
    for i←1 to n do 
        for j←i+1 to n do 
            if | A[i] – A[j] | = | i-j | then return false endif 
        repeat 
    repeat 
    return true 
end. 
 

  .!باشد  ميO(n!)داراي مرتبه زماني  Queenالگوريتم : نکته

  

  

  

  

  

ر -٣-٦   و ح م ي و ر ط ا ق ن ن ي ي ع اxت ه ن آ ل ص ا و ف ي و ر ز ا ا ه
) نقطه nمجموعه فواصل: ورودي )1 2, ,....., nx x x  

  

1: خروجي 2 ..... nx x x≤ ≤ ≤  

  

  :د را بدست آورد نقطه ميتوانند با يکديگر توليد کننnميتوان توسط رابطه زير تعداد فواصلی که 
( )1

22

n n n
D

−  
= =  

   
  . و بقيه نقاط همگی مثبت هستندX1=0برای جلوگيری از عدم توليد جوابهای بديهی و منفی فرض ميکنيم که 
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}: مثال }1,2,2,2,3,3,4,5,5,6,7,7,8,9,10D =  

 بـا آخـرين   (x0)در هر مرحله بزرگترين فاصله را از مجموعه فواصل انتخاب کرده، اين عدد يا فاصله اولين نقطـه               

در هر گره مسير از ريشه تا آن گره نشان (.  با اولين نقطه نامعلوم ميباشد     (x6)قطه  نقطه نامعلوم و يا فاصله آخرين ن      

با در نظر گرفتن اين دو حالت به دو نقطه معلوم جديد مرسـيم و فواصـل                 ) .دهنده نقاط معلوم تا آن لحظه ميباشند      

اگـر ايـن    .  خـط ميـزنيم    از مجموعه فواصـل   ) در صورت وجود  (بوجود آنده توسط آن نقاط را با نقاط معلوم قبلی           

هـا ديـده    شماره مرحله در سمت چپ گره     (.فواصل موجود نبودند شاخه قطع شده و شاخه ديگری را ادامه ميدهيم           

  )شودمي

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

0 0x = 

5 8x = 

4 7x = 

3 3x = 

4 4x = 4 6x = 

5 9x = 2 1x = 

3 2x = 

6 10x = 

 نميتواند صحيح x3=2اين شاخه قطع ميشود چون 

 خواهد شد ۱ برابر با x2باشد چون فاصله آن با 

  تس جزو فواصل موجود ني۱که 

 نميتواند x4=4شود چون اين شاخه قطع مي

 ۱ برابر با x3صحيح باشد چون فاصله آن با 

  تس جزو فواصل موجود ني۱خواهد شد که 

  ن مسير از ريشه تا اين گره يک جواب را نشان ميدهداي

 نميتواند x4=7اين شاخه قطع ميشود چون 

 ۱ برابر با x3صحيح باشد چون فاصله آن با 

  تس جزو فواصل موجود ني۱خواهد شد که 

 ۱۰ برابر x6 با x0 فاصله x6=10با قرار دادن 

 را از مجموعه ۱۰خواهد شد بنابر اين عدد 

 ۱ برابر x2 با x6 و x0 فاصله x2=1با قرار دادن   فواصل خط ميزنيم

 را از ۹و۱ن اعداد  خواهد شد بنابر اي۹و 

  مجموعه فواصل خط ميزنيم

 x5 با x2 و x6 و x0 فاصله x5=1با قرار دادن 

 و ۸ خواهد شد بنابر اين اعداد ۷ و ۲ و ۸برابر 

    را از مجموعه فواصل خط ميزنيم۷و ۲

 توليد همه جوابها بايـد ايـن شـاخه را نيـز     براي  

با ادامه اين شاخه جواب ديگری توليد       . ادامه داد 

 {0,2,4,7,9,10} :ميشود

۱  

۲  

۳  

۴  
۵  

۶  

۷  

۸  ۹  

۱۰  
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  :جواب اول

6x  5x 4x 3x 2x 1x 
٠  ١  ٣  ٦  ٨  ١٠  

  

ايـن فاصـله را از   . باشـد   آخـر مـي  كنيم صفر است بزرگترين فاصله، فاصله نود اول و  نود اول را فرض مي    : توضيح

 حالت پـيش  ٢كنيم كه    مانده ماكزيمم فاصله را پيدا مي       مجموع فواصل حذف كرده و دوباره از مجموع فواصل باقي         

  :آيد مي

  .باشد برابر اين فاصله ميام  n-1 فاصله رأس اول تا نود  -۱

 .باشد فاصله رأس آخر با نود دوم برابر اين فاصله مي -۲

كنيم و اين كار را تا    حذف مي  فواصلكند از مجموعه       ديگر پيدا مي   نقاط با   نقطهاي كه هر      ر فاصله و در هرمرحله ه   

  .دهيم ها حذف شوند ادامه مي تمامي اين فاصله

  . شاخه را قطع کرده و شاخه ديگری را ادامه ميدهيمايم صل نبود مسير را اشتباه آمدهاي در مجموع فوا اگر فاصله

  .!باشد  مي O(2n)ني اين الگوريتم اي زما مرتبه: نکته



 

  

 (Branch & Bound)

ايـن  . روش ديگری که در اين قسمت به آن ميپردازيم به نام روش انشعاب و تحديد يا شاخه و حد معروف اسـت                     

در فـضای  ت  تمـامي حـالا   روش عقبگـرد   برخلاف   روشاين  در  .  غيرهدفمند ولي هوشمند است    روشيك  روش  

اين شروط وابسته به نوع مسئله متفـاوت        (شود    شود و براساس شرطي كه در مسئله قرار داده مي            نمي  بررسی حالت

  .شوند ها بررسي نمي برخي از حالت) است

  :قبگرد و روش شاخه و حد وجود داردعسه تفاوت عمده بين روش 

روش شاخه و  جستجو ميشود ولی در (DFS)در روش عقبگرد درخت فضای حالت بصورت عمق اول         -۱

حد ابتدا کليه فرزندان گره فعلی ساخته ميشود و سپس از بين آنها يکی بسته به شرايط انتخاب ميشود وتا      

  . در نظر گرفت(BFS)حدودی ميتوان آن را منطبق با جستجوی رديفی 

در روش شاخه و حد يک تابع محدود کننده وجود دارد که از گسترش بيش از حد و نابجای شاخه های                -۲

 خت حل مسئله جلوگيری ميکند و در موقع لزوم شاخه ها را قطع کرده و مـسير فعلـی را ادامـه نمـی                 در

  .درحاليکه در روش عقبگرد چنين معياری وجود ندارد. دهد

 و حد در مقايسه با روش عقبگرد هوشمندانه تر عمل ميکند و در هنگام انتخاب شاخه جهت هروش شاخ -۳

  .شوده احتمال بيشتری برای توليد جواب دارد انتخاب ميای کگسترش درخت حل مسئله، شاخه

  .پردازيمميهستند مبتنی بر اين روش  آنها الگوريتمهايمسائلی که حال به ارائه 
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  .در اين بخش به ارائه روشی مبنتی بر شاخه و حد برای مسئله فروشنده دوره گرد ميپردازيم

)دار تعداد دورهاي هاميلتوني       جهتکامل   يك گراف    دردانيم که   مي: نکته )1 !n کامـل   است و در يـك گـراف         −

دار تعداد دورهاي هاميلتوني  غيرجهت

( )1 !

2

n −

  .! است

  

  

  

   رأس٥پيدا كردن كوتاهترين دور هاميلتوني در يك گراف با : مثال

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :تابع محدود کننده

∑
∈

+
=

Vv vvertextoadjacentarewhichedgest

leasttwoarewvvuletwvcvuc
Gf

}cos

),(,),(:),(),({
)(

2

1
  

  

، حد پايينی برای هزينه دورهای هاميلتونی خواهد بود چـون بـرای هـر    Gر گراف واضح است که مقدار تابع بالا د      

 لذا در گسترش درخت حل مسئله .راس دو يال با کمترين هزينه که مجاور به آن راس هستند را انتخاب کرده است

  .هر دوری که هزينه آن به مقدار تابع بالا نزديکتر بود زودتر جهت گسترش انتخاب ميشود

  

  

  

  

  

  

  

  

  

a 

e 

b 

c 

d 

3 

4 
4 7 

8 

5 6 

3 

6 

2 
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  :باشد  در حالت كلي به شكل زير مي رأس٥با فضای حالات برای گرافی درخت 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :توضيح

ها را محاسبه كرده سپس بـردو   كنيم مجموع هزينه     يال با كمترين هزينه را انتخاب مي       ٢دريك گراف براي هر رأس      

  .اي كه ممكن است بدست آيد كنيم تا كمترين هزينه تقسيم مي

ــين  راس اول

 کمينه

دومين 

 کمينه

a ۲  ٣  

b ۳  ٣  

c ۴  ٤  

d ۲  ٥  

e  ۳  ٦ 

517 مجموع
2

35 /= 

� ه ر و د � � � �
 

ab 

ac ac 

abedc ad ad 

ab 

abdce 

abecd abced 

abcde 

acdbe acbde 

ad ad 

ac 
ac 

adcbe 

adbce 

acebd acbed 

abedc 

 در  ac و   abواضح است که وقتی     

يلتونی دور وجود دارند به دليل هام     

 ae و adبــــودن دور يالهــــای   

  نميتوانند وجود داشته باشند
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  :گرهطريقه محاسبه ارزش هر

بر اساس تابع محدود کننده که در بالا شرح داده شد بايد با توجه به محدوديتهای هر مسير از ريشه تا آن گره تـابع        

به بيان ديگر با اضافه شدن شرايط جديد مقدار تابع بيشتر يا مساوی مقدار گره پدر خواهـد                 .  محاسبه کرد  داًرا مجد 

  .)شماره مراحل در بالای هر گره نوشته شده است(بود

آيد ولي براي هوشمند شدن الگوريتم   را تا انتها ادامه دهيم دور هاميلتوني با كمترين هزينه بدست ميهوقتي اين روي

ی تفاوت کمتری تا گره ريـشه  ي كه داريم نودي را كه داراي   ي از بين نودها    بلکه كنيم   را پويش نمي   فضای حالات ل  ك

در هر مرحله کوچکترين گره را ادامه ميدهيم و با رسيدن به يـک بـرگ    ، تا به برگ برسيم   گسترش ميدهيم  را   است

  .مکليه گره های بيشتر يا مساوی آن را قطع ميکني) جواب موقتی(

 ولی  ندارندBacktrakingهاي   تفاوتي با الگوريتم مرتبه زمانی از لحاظBranch & Boundهاي  الگوريتم: نكته

  .از زمان واقعی کمتری برخوردارند

 دور ۱۲ دور مختلف محاسبه شدند درحالی که در روش عقبگرد بايـد تمـام   ۴در درخت حل مسئله بالا فقط       : نکته

  .مختلف را توليد ميکرديم

17.5 

18,ac 

18.5, ab  17.5, ab 

abced,23 abecd,21 

acebd,23 acbed,19 

adaeacab ,,,
18 

abac , 18.5 aeadacab ,,,
21 

aeadabac ,,,
18.5 

aeadabac ,,,
23.5 

aeadacab ,,,
23 

 کمتر است قبول ميگردد و اگر ۲۱چون از 

شاخه ای کمتر از آن وجود داشت بايد 

يافت و چون وجود ندارد جواب دامه ميا

  است۱۹نهايي 

aeadacab ,,,
20.5 

چون شاخه سمت چپ دارای مقدار کمتـری        

 است آن را ادامه ميدهيم

چون شاخه سـمت راسـت دارای مقـدار         

 کمتری است آن را ادامه ميدهيم

چون شاخه سمت چپ دارای مقدار کمتـری        

بعد از توليد جواب    . است آن را ادامه ميدهيم    

 شــاخه هـای بزرگتـر يــا    کليـه ۲۱بـا مقـدار   

مساوی با آن قطع شده و شاخه هـايي کـه از      

آن کمتر هستند را به اميد جواب کمتر ادامـه          

 ميدهيم

 شاخه قطـع    ۲۱به علت وجود جواب موقتی      

 ميشود

۱  

۲  ۳  

۴  ۵  

۶  
۷  

۸  ۹  

۱۰  
۱۱  

۱۲  ۱۳  

۱۵  
۱۴  
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ه ع و م ج م ر ي ز ع م هج ع و م ج م ك ي ي ا ه

در اين  . حال به بيان مسئله ديگری که توسط روش شاخه و حد ميتوان برای آن الگوريتم جالبی ارائه کرد ميپردازيم                  

  .ای از يک مجموعه مفروض است که مجموع هعضای آن مقدار مشخصی باشدمسئله هدف پيدا کردن زير مجموعه

  : ورودی

  S={s1, s2, ..., sn}مجموعه 

 Mعدد مفروض 

  : خروجي

X={x 1, x2, ..., xn} 
xi = 0 1 يا  (1≤ i ≤ n) 

∑
=

=
n

i
ii Msx

1

.  

  . صعودي هستندSعناصر آرايه : فرض

  :تابع محدود کننده

 k-1 تـا  Xفرض کنيد که عناصر آرايه .  را نشان ميدهندS انتخاب يا عدم انتخاب عناصر متناظر در       Xعناصر آرايه   

 بايـد  . رسـيده اسـت  xk يعنی X امين عضو از kمشخص شده اند و نوبت به مشخص شدن  xk-1عنی امين عنصر ي  

ای شرايط زير برقرار نبود آن شاخه به جواب منجر نخواهد شد            به بيان ديگر اگر در شاخه     . شرايط زير برقرار باشند   

  .و بايد شاخه قطع شود

  

  

N  k k-1 … 2 1 

   xk-1 … x2 x1 

  

S   (Mssxی بودن عناصر به دليل صعود( -۱ k

k

i
ii ≤+∑

−

=

1

1

.  

۲- Mssx
n

ki
i

k

i
ii ≥+∑∑

=

−

=

1

1

.  

  : توضيح

 عنصر وزناند به اضافه  اكنون انتخاب شده كه توزن عناصریباشد كه اگر مجموع  بيان كننده اين مطلب مي : ۱ شرط

 ادامـه     بيـشتر اسـت پـس      k عناصـر بعـدي از عنـصر         وزن بيشتر شود چون عناصر صـعودي هـستند          M از   ،بعدي

  .دهيم نمي

 كـل  وزناند به اضـافه    عناصري كه تاكنون انتخاب شده    وزنباشد كه اگر مجموع       بيان كننده اين مطلب مي    : ۲شرط  

  .دهيم رسيم پس ادامه نمي  نميM انتخاب كنيم به مقدار  را باشد اگر تمام عناصرMعناصر باقي مانده كمتر از مقدار

  :مثال

M=30        { }7,10,12,13,15,18S =  
n=6   
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S :حال به  تا وزن عناصر انتخاب شده مجموع  

K :عنصری که روی آن در حال تصميم گيری هستيم  

r :هاي از رأس  مجموع هزينهk به بعد   

  

  

  

شماره مراحل در سمت چپ هر گره نوشته شـده          (هر گره از درخت حل مسئله را بصورت زير فرض ميکنيم          : نکته

  :)است

  

r  k s 
  

∑∑
=

−

=
==

n

ki
i

k

i
ii srxss

1

1

.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 
 
 
 
 
  

  

  

  

  .ن عنصر و عدد صفر نشان دهنده انتخاب نشدن عنصر ميباشدانتخاب شددهنده   نشانعدد يک در شاخه ها : نکته

  !. ميباشدO(2n)مرتبه زمانی الگوريتم : نکته

1 

x1=   1 0 

x2=1 
0  

x3=1 0 

x4  =1 

به دليل عدم انطباق با شـرط       

 شاخه قطع ميشوداول 

  يک جواب محسوب ميشود

X=(1,1,0,1,0,0) 

به دليل عدم انطباق با شـرط       

 اول شاخه قطع ميشود

در صورت نياز به بقيه جوابها 

اين شاخه ها نيز بايـد ادامـه        

 داده شوند

٣٣ � ٣٠ 

٧ ١ ٠� 

�٨ ٣ ٧ �٨ ٣ ١٧ 

�٨ ٢ ٧ 
�٨ ٢ ٠ 

٣٣ � ١٧ 

٢٩ �, , ١٧ , ,� 

0 

۱  

۲  

۳  

۴  ۵  

۶  
۷  

۸  



 

  

 

  :ائه ميدهيمابتدا چند تعريف ار. در اين بخش به دسته بندی مسائل از لحاظ سادگی و سختی ميپردازيم

  .مسائلی که خروجی آنها دارای دو حالت باشد: مسائل تصميم گيری

 کمتـر   kتشخيص اينکه آيا هزينه دور هاميلتونی مينيمم اين گراف از مقـدار             . گراف وزن داری مفروض است    : مثال

  .است يا خير يک مسئله تصميم گيری محسوب ميشود

  .اي وجود دارد ان چند جملهما يك الگوريتم قطعي با ز كه براي آنه تصميم گيریمجموعه مسائل: Pكلاس

  .اي وجود دارد ان چند جملهم كه براي آنها يك الگوريتم غيرقطعي با ز تصميم گيریمجموعه مسائل: NPكلاس

  

  :مثال

  تشخيص مرتب بودن يک آرايه

  تشخيص اينکه يک رشته مفروض شامل زير رشته خاصی هست يا خير

  افتشخيص همبند بودن يک گر

  . هستندP جزو کلاس  همگی

   : مثال

  تشخيص مرتب بودن يک آرايه 

  تشخيص اينکه يک رشته مفروض شامل زير رشته خاصی هست يا خير

  تشخيص همبند بودن يک گراف

   تشخيص اينکه آيا بيشترين سود حاصل در مسئله کوله پشتی صفر و يک از مقدار خاصی بيشتر است

را ميتوان به دو قسمت به گونه ای افراز کرد که مجموع دو قـسمت مـساوی           تشخيص اينکه يک مجموعه مفروض      

  ). شناخته ميشودPARTITIONاين مسئله به نام (باشد

تشخيص اينکه ميتوان در يک مجموعه مفروض يک زير مجموعه پيدا کرد که مجموع عناصر آن برابر با عـدد داده                     

  ).ه ميشود شناختSum of Subsetاين مسئله به نام ( باشدMشده 

  . هستندNPهمگی جزو کلاس 

  

چون اگر برای مسئله ای الگوريتم قطعی       . P⊆NP نيز ميباشد به بيان ديگر هميشه        NP متعلق به    Pهر مسئله   : نکته

  .ير قطعی هم در نظر گرفتغچند جمله ای وجود داشته باشد ميتوان همان الگوريتم را 
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  . هر مسئله قطعي، غيرقطعي آن نيز وجود دارد

  . نيستندNPثابت شده است که متعلق به مسائلي كه : (intractable)سائل بغرنج  م

  . بيتی بغرنج استnمسئله تشخيص اول بودن يک عدد : مثال

 اگـر يـک   (A∝p B) تبـديل ميـشود   B در زمان چند جمله ای بـه  Aگوييم مسئله :  يا تبديل(Reduce)کاهش 

 تبديل کرد و يا به بيان ديگـر يـک جـواب    A ای به الگوريتمی برای  را بتوان در زمان چند جمله   Bالگوريتم برای   

  . شودA در زمان چند جمله ای منجر به يک جواب برای يک نمونه مسئله از Bبرای يک نمونه مسئله از 

  

  :مثال

Sorting ∝p Convex Hull 
PARTITION ∝p  Sum of Subset 

  

 نقطه در نظر ميگيريم و به n برای   xد ورودی را مختصه اعدا:  عدد توسط الگوريتم پوسته محدبnمرتب کردن 

 xقابل اثبات است که ترتيب .  نقطه را ميسازيمnحال پوسته محدب .  را در نظر ميگيريمx2 مقدار yعنوان مختصه  

   .نقاط روی پوسته محدب مرتب شده اعداد اوليه هستند

  :مثال

  

٥  ٣  ٢  ١  ٤  

٢٥  ٩  ٤  ١  ١٦  

  

 بودن مسئله مرتب سازی به پوسته محدب ميتوان اثبات کرد که بهترين الگـوريتم بـرای توليـد            از قابل تبديل  : نکته  

 O(n. log n) چون اگر بتوان پوسته محدب را در زمان کمتر از !. ميباشدO(n. log n)پوسته محدب دارای زمان 

 ممکن است چـون مرتـب    امکان پذير است که اين غيرO(n. log n)توليد کرد پس مرتب سازی هم در کمتر از 

  . استΩ(n. log n) عدد توسط الگوريتمهای مقايسه ای در بدترين حالت nسازی 

  

  :NP-Complete مسئله 

|

A NP
A NPC

B NPC B Aα
∈

∈ 
∃ ∈ 

  :مثال

  ١/٠كوله پشتي مسئله 

  گرد فروشنده دورهمسئله 

  PARTITIONمسئله 

  مسئله وجود ويا عدم وجود دور هاميلتونی در گراف

  Sum of Subsetمسئله 

  زی گرافمسئله رنگ آمي

  (Ruler Folding) مسئله تا کردن خط کش 
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   در يک گراف وزن دارkمسئله پيدا کردن مسيری به طول 

 (Maximum Clique)مسئله پيدا کردن بزرگترين زير گراف کامل در يک گراف 

  . هستند NP-Completeهمگی 

ش -١-٨   ک ط خ ن د ر ک ا ت ه ل ئ س م
 ٣٦٠ چـرخش تـا      پاره خط ميتواند حول مفاصل دو طرفش       خط با تعدادي مفصل بر روي آن داريم كه هر           يك پاره 

  .تا کردن اين پاره خطها بر روی خط افقی استكوتاهترين طول حاصل از پيدا کردن  هدف .شته باشددرجه را دا

  :مثال

  

      

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

ز -٢-٨   ا ر ف ا ه ل ئ س (PARTITION)م

W={wمانند از اعداد اي  مجموعهورودی  هدر اين مسئل 1, w2, …, wn}و هدف افراز مجموعـه بـه دو   باشدي م 

د و يا بـه بيـان   نمساوی باشها با هم هر يک از مجموعه مجموع عناصر ای است که  به گونه  S2 و   S1زير مجموعه   

  :ديگر

∑∑
∈∈

=
∅=∩

=∪

21

21

21

Sw
i

Sw
i

ii

ww

SS

WSS

 

  : به صورت زير قابل افراز به دو زير مجموعه مساوی خواهد بود{9 ,7 ,3 ,1} مجموعه مثالبه عنوان 

  

  

                            

{ }1,3,7,9 

{ }3,7 { }1,9 
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بـرای  .  در گراف اسـت kثابت کنيد مسئله افراز يک مجموعه قابل تبديل به مسئله پيدا کردن مسيری به طول              : مثال

يـال اول  .  ام دو يال جهتدار برقرار ميکنـيم i ام و i-1بين راس  .  راس است  n+1اين کار گرافی ميسازيم که دارای       

حـال پيـدا کـردن    . ز مجموعه اعداد داده شده و يال دوم دارای مقدار قرينه يال اول ميباشد   ام ا  iدارای هزينه عنصر    

 انتخاب !.مسيری به طول صفر در اين گراف منجر به افراز مجموعه اوليه به دو قسمت با مجموع يکسان خواهد شد

  .افراز مورد نظر خواهد شدعناصر متناظر با يالهای اول از هر راس به راس بعدی در مسير مورد نظر منجر به 

گرافی بـصورت زيـر سـاخته و در آن          .  ميباشد {3,1,7,9} افراز مجموعه    گيری در مورد   تصميم مسئلهفرض کنيد   

  :را بررسی ميکنيم به طول صفر B به Aمسيري از 

  

  

  

  

  

  

  : که يکی از آنها در زير نشان داده شده استدو مسير با هزينه صفر وجود دارد

  

  

  

  

  

  

  . ميباشد{1,9} و  {3,7} نتيجه گرفت مجموعه قابل افراز به ميتوان

 

A B 

   ٣    +١    +٧       +٩+ 

     ٣    -١    -٧      -٩- 

A   B 

٣+  

١- 

٧+  

٩- 



 

 

مسائل باز مسائلی هستند که هنـوز وضـعيت   . کنيم را مطرح مي(open problem)در اين قسمت چند مسئله باز 

ه  در صورتی ک يا مشخص نيست وNPC، يا NP  ،Pکاملاً مشخصی ندارند و تعلق يا عدم تعلق آنها به مجموعه 

پيچيدگی برای آنهـا مـشخص نـشده اسـت و     ای وجود داشته باشد کمترين برای آنها الگوريتمی با زمان چند جمله    

  .الگوريتمهای موجود بهينه نيستند و يا هنوز بهينه بودن الگوريتمهای موجود اثبات نشده است

  

ی نقطه در فضای دو بعدی را بندی با کمترين هزينه بر روی تعدادای مثلثتوان در زمان چند جملهآيا مي -۱

 توليد کرد؟

)توان الگوريتمی با زمان نزديک به      آيا مي  -۲ )nn logΩ برای توليد درخت پوشای کمينه اقليدسی بر روی 

n نقطه در فضای dRکرد؟ارائه  

 در فضای دو بعدی ارائه کرد که بندی يک چند ضلعی سادهآيا ميتوان الگوريتمی با زمان خطی برای مثلث -۳

 تر باشد؟ سادهchazelleاز الگوريتم 

 نقطه در فضای n برای توليد پوسته محدب  (output sensitive)بهترين الگوريتم حساس به خروجی  -۴
dRچيست؟  

در زمان بهينه  ند را    راس هست  n شيء در فضای دو بعدی که دارای         hتوان کوتاهترين مسير در بين      آيا مي  -۵

( )hhn log+Ο با استفاده از حافظه ( )nΟپيدا کرد؟  

 (Grid)پيچيدگی زمانی پيدا کردن دور هاميلتونی با هزينه کمينه بر روی يک گراف بدون سوراخ مشبک                -۶

 چه مقدار است؟مسطح 

اين مسئله به اين صورت است که حـداکثر  ( چه مقدار است؟Pallet Loadingپيچيدگی زمانی مسئله   -۷

پوشـانی   بـدون هـم    (A,B)توان در مستطيل بزرگتری بـه ابعـاد          که مي  (m,n)تعداد مستطيلهای به ابعاد     

ن  )بصورت عمودی يا افقی جاي داد چه مقدار است؟ ا ي ا پ
ق  .ال فرماييد ارسnourollah@cic.aut.ac.irخواهشمندم اشکالات موجود در مطالب را به آدرس : نکته ي ف و ت الله ا ن م و
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